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RESUMO
A fonac¸a˜o e´ resultado de uma complexa interac¸a˜o entre o fluxo de ar vindo dos pulmo˜es,
dos tecidos deforma´veis que constituem as pregas vocais e de ondas de pressa˜o acu´stica.
Para modelar essa interac¸a˜o sa˜o necessa´rios treˆs componentes que representam a bio-
mecaˆnica dos tecidos, a aerodinaˆmica do fluxo de ar, e a propagac¸a˜o de ondas acu´sticas
no trato vocal. Nesta tese, modelos matema´ticos simples sa˜o utilizados para analisar,
teoricamente e experimentalmente, os mecanismos do processo da fonac¸a˜o. Especifica-
mente, a ana´lise considera as condic¸o˜es limiares para o in´ıcio e fim da fonac¸a˜o, o efeito
do acoplamento acu´stico entre as pregas vocais e o trato vocal, e a consequeˆncia de uma
obstruc¸a˜o do fluxo de ar no extremo do trato vocal. Os resultados teo´ricos sa˜o validados
usando dados colhidos de uma re´plica mecaˆnica das pregas vocais.
Palavras-chave: acoplamento acu´stico; ana´lise matema´tica; bifurcac¸a˜o; pregas vocais;
frequeˆncia de oscilac¸a˜o; histerese; modelagem; pressa˜o limiar.
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ABSTRACT
The phonation is the result of a complex interaction between the flow of air from
the lungs, deformable tissue that constitutes the vocal cords and the acoustic pressure
waves. In order to model this interaction, three components which represent the tissue
biomechanics, aerodynamics air flow, and the propagation of acoustic waves in the vocal
tract, are required. In this thesis, simple mathematical models are used to analyze,
theoretically and experimentally, the mechanisms of the process of phonation. Specifically,
the analysis considers the threshold conditions for the beginning and end of the phonation,
the effect of acoustic coupling between the vocal cords and the vocal tract, and the
consequence of an obstruction of airflow in the extreme vocal tract. The theoretical
results are validated using data collected from a mechanical replica of the vocal cords.
Keywords: acoustical coupling; mathematical analysis; bifurcation; vocal cords; oscil-
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M massa por unidade de a´rea da superf´ıcie me´dia da prega vocal
K constante de rigidez por unidade de a´rea de uma prega vocal
B constante de amortecimento por unidade de a´rea de uma prega vocal
Ĉ coeficiente de dissipac¸a˜o na˜o linear
Pc pressa˜o interna de a´gua na re´plica das pregas vocais
w0 frequeˆncia angular natural da ressonaˆncia mecaˆnica
f0 frequeˆncia de ressonaˆncia mecaˆnica
Q0 fator de qualidade de uma ressonaˆncia mecaˆnica
F0 frequeˆncia fundamental de oscilac¸a˜o
w frequeˆncia angular de oscilac¸a˜o
Paraˆmetros geome´tricos:
A(z, t) a´rea num ponto z da glote
Aa a´rea glotal da borda inferior
Ab a´rea glotal da borda superior
x0 semi-abertura inicial glotal
L largura das pregas vocais
T altura das pregas vocais
ξ deslocamento resultante total, na direc¸a˜o do eixo x
x semi-deslocamento das pregas vocais
At a´rea da sec¸a˜o do trato vocal
A a´rea no ponto me´dio da glote
l comprimento do trato vocal
A˜ variac¸a˜o da a´rea glotal
x∗ posic¸a˜o de equil´ıbrio
h0 abertura inicial da re´plica das pregas vocais
Al a a´rea da boca
Cl comprimento dos la´bios
W˜ largura dos la´bios
Paraˆmetros aerodinaˆmicos:
Fp forc¸a
Pg pressa˜o me´dia glotal, na altura g˜ da glote
P pressa˜o do fluido ao longo da glote
Pa pressa˜o do ar na altura y = a da glote
Pb pressa˜o do fluido na altura y = b da glote
v velocidade do ar ao longo da glote
va velocidade do fluido na altura y = a da glote




Pk2 pressa˜o cine´tica na sa´ıda glotal
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kc coeficiente de perda de pressa˜o cine´tica na entrada da glote
ke coeficiente de recuperac¸a˜o da pressa˜o na sa´ıda da glote
kt coeficiente de pressa˜o transglotal
P supra pressa˜o esta´tica supraglotal
P˜supra pressa˜o acu´stica supraglotal
P sub pressa˜o esta´tica subglotal
u˜ componente de variac¸a˜o da vaza˜o de ar glotal
u vaza˜o na glote
v velocidade me´dia
vchar coeficiente de velocidade caracter´ıstica
Plimiar pressa˜o limiar subglotal
p pressa˜o normalizada
g acelerac¸a˜o gravitacional
Ponset pressa˜o limiar no inicio das oscilac¸o˜es
Poffset pressa˜o limiar no fim das oscilac¸o˜es
kl coeficiente ad hoc de ajuste do fluxo de ar nos la´bios
Paraˆmetros acu´sticos:
r coeficiente de reflexa˜o
cm velocidade de onda




α coeficiente de acoplamento
Grandezas f´ısicas:
τ tempo de retardo
ρ densidade
ρ0 densidade do ar sem perturbac¸a˜o
a amplitude de oscilac¸a˜o
Planos de corte:




A fonac¸a˜o e´ a produc¸a˜o de uma onda acu´stica, originada pela vibrac¸a˜o das pregas
vocais, que e´ consequeˆncia de uma complexa interac¸a˜o entre o escoamento de ar proveni-
ente dos pulmo˜es e a deformac¸a˜o dos tecidos que constitui as pregas vocais. A vibrac¸a˜o,
por sua vez, modula o fluxo que resulta em uma onda de pressa˜o acu´stica [70]. O som
prima´rio vindo da laringe e´ alterado conforme a forma do trato vocal, que por ac¸a˜o dos
articuladores (l´ıngua, la´bios e palato), modifica o fluxo de ar, bem como as ressonaˆncias
acu´sticas [69]. As variedades de timbre entre as vogais sa˜o consequeˆncias das diferentes
configurac¸o˜es geome´tricas do trato vocal e as consoantes sa˜o causadas pelas interrupc¸o˜es
ou restric¸o˜es do fluxo de ar [53]. A Figura 2, apresenta exemplos do posicionamento do
trato vocal para a produc¸a˜o das vogais [a], [i] e [u] respectivamente.
Neste trabalho, estudaremos a dinaˆmica da fonac¸a˜o atrave´s de modelos matema´ticos
que representam a biomecaˆnica dos tecidos, a aerodinaˆmica do fluxo de ar, e a propagac¸a˜o
de ondas acu´sticas no trato vocal. Os resultados teo´ricos obtidos por meio de modelos, tais
como, as condic¸o˜es limiares para o in´ıcio e fim da fonac¸a˜o, o efeito do acoplamento acu´stico
entre as pregas vocais e o trato vocal, e a consequeˆncia de uma obstruc¸a˜o do fluxo de ar
no extremo do trato vocal, sa˜o validados usando dados colhidos de uma re´plica mecaˆnica
das pregas vocais.
5
Figura 2: Exemplos de produc¸a˜o de vogais francesas [a], [i] e [u], da esquerda para a direita
no trato vocal - Imagem por ressonaˆncia 2D magne´tica (IRM) cedidos pelo departamento
GIPSA-Lab, plano sagital.
Fisiologia
O aparelho fonador e´ um refinado instrumento humano, formado pelos pulmo˜es, la-
ringe, faringe, boca e cavidade nasal. A laringe e´ um o´rga˜o curto com altura de apro-
ximadamente de 5cm a 6 cm em adultos. Sua anatomia interna esta´ dividida em treˆs
porc¸o˜es:
Regia˜o subglotal e´ a porc¸a˜o mais inferior da laringe, estende-se da borda inferior das
pregas vocais ate´ o in´ıcio da laringe;
Regia˜o glotal ou glote, que e´ o espac¸o vazio entre as pregas vocais;
Regia˜o supraglotal, que compreende a regia˜o do bordo superior das pregas vocais ate´
o fim da laringe.
As pregas vocais possuem comprimento de 5 a 17mm, apresentado na Figura (3), sa˜o
constitu´ıdas basicamente por dois elementos: o corpo e cobertura. O corpo e´ formado
pelo mu´sculo vocal e e´ a parte mais massiva. A cobertura e´ a mucosa da prega vocal,
formada por epite´lios e outras camadas de tecido superficial [26, 27]. A cobertura das
pregas vocais e´ extremamente mo´vel, quando comparada ao corpo da prega vocal, capaz












Figura 3: Representac¸a˜o esquema´tica das pregas vocais (cordas vocais) no plano coronal,
como um corpo e cobertura.
Existem dois movimentos para o posicionamento das pregas vocais: abduc¸a˜o e aduc¸a˜o.
Estes sa˜o promovidos atrave´s dos mu´sculos intr´ınsecos da laringe. Para a passagem do
ar, em geral, as pregas vocais esta˜o em abduc¸a˜o (abertas). Para que haja produc¸a˜o da
voz, e´ preciso que as pregas vocais estejam em aduc¸a˜o (quase fechando a glote). A Figura
(4) ilustra a anatomia das pregas vocais no plano axial quando esta˜o completamente
abduzidas e aduzidas.
Figura 4: Anatomia das pregas vocais nas configurac¸o˜es de abduc¸a˜o (a` esquerda) e aduc¸a˜o
(a` direita). Imagem cedida pela Dra Luciana Miwa Nita Watanabe- otorrinolaringologista.
Os pulmo˜es, ale´m de sua func¸a˜o respirato´ria, servem como reservato´rio de ar e fonte de
pressa˜o. A diferenc¸a de pressa˜o entre os pulmo˜es e o exterior produz o escoamento do ar
atrave´s do trato vocal. O trato vocal esta´ situado acima da laringe. Localizado na cabec¸a,
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este e´ constitu´ıdo pela faringe e duas cavidades ressonadoras (nasal e oral). Quando as
pregas vocais esta˜o vibrando, as ondas acu´sticas geradas se propagam nestas cavidades,
as quais agem como ressonadores acu´sticos. A geometria do trato vocal influencia as
frequeˆncias de ressonaˆncia e sobre o sinal acu´stico. A cavidade oral se modifica devido
aos articuladores como a l´ıngua, os la´bios e a mand´ıbula [13, 16, 34] .
A interac¸a˜o da pressa˜o pulmonar, das propriedades das pregas vocais e da configurac¸a˜o
geome´trica do trato vocal produzira´ a fonac¸a˜o. A fala resultara´ da combinac¸a˜o da fonac¸a˜o
e a articulac¸a˜o. O mecanismo de produc¸a˜o de som e´ comum a` maioria dos mamı´feros, e
tambe´m aos pa´ssaros canoros [32] que possuem uma fonte de som denominada siringe.
Revisa˜o bibliogra´fica
Em 1988, Titze [64] introduziu um modelo simples para a vibrac¸a˜o das pregas vocais,
no qual a oscilac¸a˜o e´ caracterizada como um movimento ondulato´rio que se propaga ao
longo da mucosa no sentido do fluxo de ar. Originalmente, o modelo foi formulado para
oscilac¸o˜es de pequena amplitude, desprezando fatores relevantes em grande amplitude,
tais como caracter´ısticas biomecaˆnicas na˜o lineares do tecido, perda de pressa˜o do ar
pela viscosidade do fluxo quando as pregas vocais esta˜o fechando a glote e coliso˜es entre
as pregas vocais [31]. Estas condic¸o˜es sa˜o va´lidas para a ana´lise dos mecanismos que
causam a oscilac¸a˜o e condic¸o˜es limiares do in´ıcio da oscilac¸a˜o. A extensa˜o desse modelo,
tais como oscilac¸o˜es em grandes amplitudes foi apresentado posteriormente por diversos
autores [31, 38].
Em seu trabalho, Titze [66] mostrou que um valor mı´nimo positivo de pressa˜o subglotal
(pressa˜o limiar de fonac¸a˜o) e´ necessa´rio para iniciar a oscilac¸a˜o. A pressa˜o limiar de
fonac¸a˜o e´ considerada um paraˆmetro cr´ıtico da aerodinaˆmica da voz [62] e sua relevaˆncia
cl´ınica foi investigada em va´rios estudos [20, 76]. Em trabalhos recentes, [30, 61] discutiu-
se que a pressa˜o e´ um paraˆmetro dif´ıcil de medir nos humanos, visto que a obtenc¸a˜o desses
dados demanda meios invasivos. Como alternativa, o valor limiar de fonac¸a˜o do fluxo de
ar foi sugerido como um novo paraˆmetro aerodinaˆmico.
Va´rios estudos experimentais da oscilac¸a˜o das pregas vocais [11, 54, 63] teˆm mostrado
que, depois da oscilac¸a˜o iniciada, a pressa˜o subglotal pode ser reduzida sem causar in-
terrupc¸a˜o na fonac¸a˜o. Portanto, duas presso˜es limiares diferentes existem: uma pressa˜o
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limiar para o in´ıcio (onset) e uma outra menor para encerrar a oscilac¸a˜o (offset). O mo-
delo de Titze, contudo, na˜o e´ apropriado para estudar o que ocorre depois do in´ıcio da
oscilac¸a˜o, pois o modelo foi constru´ıdo para pequenas amplitudes. Por exemplo, tomando
um valor de pressa˜o subglotal constante acima da pressa˜o limiar do in´ıcio da oscilac¸a˜o, a
oscilac¸a˜o ira´ crescer em amplitude ate´ atingir a condic¸a˜o de fechamento glotal e a inter-
rupc¸a˜o do fluxo de ar, onde o modelo na˜o sera´ mais va´lido. Assim, o modelo na˜o e´ capaz
de criar uma oscilac¸a˜o esta´vel com amplitude constante.
Um mecanismo para limitar a amplitude de oscilac¸a˜o foi proposto atrave´s de uma
descric¸a˜o mais detalhada da aerodinaˆmica glotal por Lucero em 1999 [38]. A` medida em
que a amplitude cresce, o fluxo de ar se separa das paredes das pregas vocais quando
o canal glotal e´ divergente, e as pregas vocais reduzem sua capacidade de absorc¸a˜o de
energia do fluxo. Usando esta extensa˜o de grande amplitude, demonstrou-se que o limiar
de oscilac¸a˜o pode ser descrito como uma bifurcac¸a˜o de Hopf subcr´ıtica: com o aumento
da pressa˜o pulmonar, uma posic¸a˜o de equil´ıbrio esta´vel torna-se insta´vel e um ciclo limite
insta´vel e´ absorvido. Ale´m disso, o ciclo limite insta´vel coalesce com um ciclo limite esta´vel
em uma bifurcac¸a˜o sela-no´. Como resultado, um fenoˆmeno de oscilac¸a˜o de histerese [7] e´
gerado: o in´ıcio (onset) da oscilac¸a˜o e´ produzida em maiores valores de pressa˜o pulmonar
que o fim (offset) [38]. Evidencias experimentais obtidas em laringes excitadas [11] e
modelos f´ısicos da onda de mucosa [71] tambe´m mostraram que a pressa˜o subglotal e´
menor no fim que no in´ıcio da oscilac¸a˜o.
Uma abordagem diferente para limitar o crescimento da oscilac¸a˜o foi introduzido por
Laje et al. [31]. Em vez de modelar fatores individuais, tais como o fluxo de ar de se-
parac¸a˜o [38] e fechamento da glote [17], um termo ad hoc na˜o-linear de amortecimento foi
adicionado a`s equac¸o˜es que representam os fatores na˜o-lineares que aparecem em grandes
amplitudes. Este modelo tem sido aplicado com sucesso na ana´lise dos sons em pa´ssaros
canoros [4, 32, 33]. Uma ana´lise da sua dinaˆmica de oscilac¸a˜o indicou que, embora o
modelo como originalmente formulado na˜o seja capaz de produzir uma histerese de os-
cilac¸a˜o, modificac¸o˜es adequadas no termo na˜o linear de amortecimento podem introduzir
esse fenoˆmeno [39].
Titze [66] representou a oscilac¸a˜o em termos de uma onda de superf´ıcie que se propaga
ao longo do canal glotal. Existem modelos que utilizam equac¸o˜es aerodinaˆmicas mais
sofisticadas, semelhante ao modelo de duas massas de pregas vocais [28] e podem ser
utilizados para as simulac¸o˜es da oscilac¸a˜o e s´ıntese de voz.
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Quanto ao efeito do trato vocal, a teoria fonte-filtro (fonte de som e trato vocal) da
fonac¸a˜o o considera como um filtro linear excitado pelo som produzido na laringe [19].
Assim a configurac¸a˜o do trato vocal na˜o tem efeito sobre a dinaˆmica da oscilac¸a˜o vocal.
Esta concepc¸a˜o facilita a ana´lise da dinaˆmica da oscilac¸a˜o, e tem permitido compreender
os principais mecanismos subjacentes da fonac¸a˜o [38, 66]. Na verdade, a separac¸a˜o entre a
fonte glotal e do trato vocal e´ uma aproximac¸a˜o razoa´vel, quando a frequeˆncia fundamental
de oscilac¸a˜o esta´ bem abaixo da primeira frequeˆncia de ressonaˆncia (primeiro formante)
do trato vocal [43]. Quando a frequeˆncia da oscilac¸a˜o fica pro´xima das frequeˆncias de
ressonaˆncia do trato vocal, o acoplamento entre este e a laringe influencia o in´ıcio da
oscilac¸a˜o e pode causar saltos de frequeˆncia, sub-harmoˆnicos e outras instabilidades [68].
Em trabalhos recentes, incluindo o acoplamento, a oscilac¸a˜o das pregas vocais tem sido
simulada e estudada por meio de re´plicas mecaˆnicas [42, 56]. A re´plica permite obter mais
facilmente dados de diferentes paraˆmetros (por exemplo, pressa˜o subglotal, abertura das
pregas vocais, frequeˆncia de oscilac¸a˜o) para uma variedade de configurac¸o˜es (mudando a
rigidez das pregas vocais, por exemplo) e estes dados podem ser usados para construir
uma teoria de oscilac¸a˜o.
O modelo proposto nesta tese tambe´m adve´m do estudo da produc¸a˜o de som em
pa´ssaros. As interac¸o˜es entre a fonte-trato e saltos de frequeˆncia tambe´m sa˜o relevantes
no contexto da produc¸a˜o de som em aves [77]. Em aves canoras, o som e´ produzido na
siringe, localizada na junc¸a˜o entre a traqueia e os broˆnquios. Ao contra´rio da laringe,
a siringe conte´m duas va´lvulas, cada uma semelhante a` da glote, localizada na sa´ıda de
cada um dos broˆnquios. As membranas em cada va´lvula oscilam com o mesmo mecanismo
aeroela´stico das pregas vocais. Saltos de frequeˆncia sa˜o uma assinatura caracter´ıstica de
algumas aves canoras, e podem ser produzidos por ac¸a˜o alternada de ambos os lados da
siringe [33] ou interac¸a˜o da fonte-trato [6]. A interac¸a˜o foi analisada usando uma versa˜o
do modelo da onda de mucosa de Titze [66] acoplado a um modelo do trato vocal. Foi
mostrado em [33] que a onda acu´stica refletida a partir do bico da ave volta para a siringe,
interagindo com as oscilac¸o˜es das membranas da siringe, de uma maneira que depende da
fase relativa entre eles [6].
A ana´lise entre a fonte-trato e´ tambe´m relevante por suas implicac¸o˜es nos registros
vocais, e poucas teorias foram propostas explicando o mecanismo de transic¸a˜o entre os
registros modal-falsete, baseadas nas ressonaˆncias e ac¸o˜es espec´ıficas do mu´sculo laringeal
[70].
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Todos os modelos presentes na literatura na˜o analisaram o caso em que o trato vocal
esta´ praticamente fechado em um extremo (representando os la´bios) [33, 36, 42, 53, 68],
como por exemplo, representando o caso de uma consoante oclusiva labial. Bailly [10]
apresentou um trabalho sobre a interac¸a˜o aerodinaˆmica entre as pregas vocais e as bandas
ventriculares, para o qual influencia o fluxo glotal e, consequentemente a queda de pressa˜o
foram avaliados atrave´s de um modelo f´ısico com duas massas e experimentos in vitro.
O efeito produzido e´ semelhante ao que iremos analisar, pois as bandas ventriculares
estudadas possuem uma estrutura similar ao trato vocal considerado praticamente fechado
em um extremo.
Contexto do trabalho
O objetivo do trabalho e´ analisar a dinaˆmica da fonac¸a˜o, considerando o efeito do
trato vocal, e validar essa ana´lise utilizando dados obtidos de experimentos realizados
com uma re´plica do aparelho fonador.
Pretendemos responder algumas perguntas que ainda permanecem na˜o resolvidas a
partir dos estudos descritos acima. Uma questa˜o diz respeito a` ocorreˆncia de histerese
oscilato´ria em atrasos arbitra´rios da onda mucosa. A histerese requer uma bifurcac¸a˜o
de Hopf subcr´ıtica no in´ıcio da oscilac¸a˜o, e o tipo de bifurcac¸a˜o depende do tempo de
atraso? A pressa˜o de ar no limiar da fonac¸a˜o depende da frequeˆncia de oscilac¸a˜o? E,
ainda, o modelo consegue exibir dois valores limiares diferentes, para o in´ıcio e o fim da
fonac¸a˜o, respectivamente? O acoplamento do trato vocal influencia a dinaˆmica do modelo?
E se isso ocorre, tem alguma relac¸a˜o com o fluxo de ar e a frequeˆncia de oscilac¸a˜o?
Se considerarmos o trato vocal quase fechado em um extremo, a pressa˜o subglotal e a
frequeˆncia de oscilac¸a˜o sofrera˜o influeˆncia? A fonte de todas essas respostas e´ o modelo
que sera´ proposto.
Principais contribuic¸o˜es
As principais contribuic¸o˜es vislumbradas neste trabalho, discutidas a seguir, referem-se
a`:
• Apresentac¸a˜o do modelo matema´tico da fonac¸a˜o e suas extenso˜es (considerando o
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trato vocal e os la´bios);
• Investigac¸a˜o do tipo de bifurcac¸a˜o de Hopf, bifurcac¸a˜o sela-no´ entre ciclos limi-
tes, efeitos na˜o lineares causados pelo acoplamento acu´stico, soluc¸a˜o nume´rica da
equac¸a˜o funcional;
• Validac¸a˜o dos modelos propostos atrave´s de um aparato experimental;
• Previso˜es teo´ricas para o modelo de consoantes oclusivas labiais.
Todos esses itens apresentados sa˜o essenciais para julgarmos a relevaˆncia do modelo.
Organizac¸a˜o da tese
A esquematizac¸a˜o do trabalho tenta obedecer ao eixo geral que encaminha a pesquisa,
conforme delineado nas sec¸o˜es anteriores. Apo´s as colocac¸o˜es introduto´rias, que permi-
tiram descrever o contexto desta tese, o primeiro cap´ıtulo fornecera´ os detalhes para a
modelagem matema´tica da fonac¸a˜o e as soluc¸o˜es nume´ricas do modelo considerando dois
casos para o atraso de tempo.
A discussa˜o matema´tica, utilizando ana´lise de sistemas dinaˆmicos, forma o segundo
cap´ıtulo do trabalho. A ana´lise de estabilidade e tipos de bifurcac¸o˜es no modelo sa˜o feitas,
desconsiderando o trato vocal, apresentando te´cnicas na˜o lineares e os ciclos de histerese.
No terceiro cap´ıtulo discorre-se sobre a caracterizac¸a˜o do dispositivo e o procedimento
experimental utilizado na validac¸a˜o do nosso modelo.
O quarto cap´ıtulo contempla a ana´lise da interac¸a˜o entre as pregas vocais e o trato
vocal atrave´s do modelo teo´rico e dos dados experimentais.
O quinto cap´ıtulo traz uma nova versa˜o teo´rica ao modelo matema´tico da fonac¸a˜o,
incorporando os la´bios ao sistema.
O sexto cap´ıtulo relaciona as considerac¸o˜es conclusivas deste estudo, discutindo a vali-
dade e as contribuic¸o˜es da tese desenvolvida, quanto ao atendimento dos objetivos defini-
dos, quanto a`s contribuic¸o˜es cient´ıficas do presente trabalho e quanto ao desenvolvimento
do trabalho.
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A implementac¸a˜o criada no Matlab, para o caso do modelo com avanc¸o e atraso de
tempo, se encontra no cap´ıtulo 7 da tese.
Ja´ o u´ltimo cap´ıtulo engloba informac¸o˜es detalhadas da literatura utilizada, colocadas




VIBRAC¸A˜O DAS PREGAS VOCAIS
1.1 Introduc¸a˜o
O objetivo desse cap´ıtulo e´ entender a dinaˆmica das pregas vocais a partir de um mo-
delo biomecaˆnico unidimensional. Este modelo e´ baseado em um oscilador biomecaˆnico
que age como fonte de som na fonac¸a˜o. Trabalhos propostos por Titze [64, 67, 66] ofe-
receram, e ainda hoje oferecem, grandes contribuic¸o˜es ao desenvolvimento da teoria da
fonac¸a˜o. Em suas obras, encontramos uma abordagem sobre o processo mecaˆnico da
fonac¸a˜o, que serve de refereˆncia principalmente para cientistas da fala e da voz, na a´rea
de matema´tica, f´ısica e engenharia, assim como para cantores que buscam entender os
fenoˆmenos na˜o-lineares que explicam a sua pra´tica.
Uma descric¸a˜o do processo da fonac¸a˜o em termo de quantidades f´ısicas e fisiolo´gicas
permite uma melhor compreensa˜o dos mecanismos da produc¸a˜o de sons. A modelagem
matema´tica da fonac¸a˜o, depende de uma representac¸a˜o matema´tica das diferentes partes
do aparelho fonador e se propo˜e a interpretar a produc¸a˜o dos sons como resultado da
interac¸a˜o entre as pregas vocais, o escoamento de ar glotal e os ressonadores acu´sticos.
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Assim, a modelagem completa da fonac¸a˜o requer uma descric¸a˜o da estrutura mecaˆnica
que representa as pregas vocais, uma descric¸a˜o do fluxo nas vias ae´reas superiores, uma
descric¸a˜o da propagac¸a˜o das ondas acu´sticas e a descric¸a˜o dos mecanismos de interac¸a˜o en-
tre cada um desses componentes. Desta forma, a modelagem da fonac¸a˜o pode ser dividida
em treˆs subproblemas diferentes. Em primeiro lugar, a modelagem do fluxo da glote que
pode ser realizada usando te´cnicas de mecaˆnica de fluidos, e´ usada para calcular as forc¸as
hidrodinaˆmicas exercidas sobre as pregas vocais. Em segundo lugar, as oscilac¸o˜es das
pregas vocais sa˜o produzidas modelando as pregas vocais como um sistema concentrado
unidimensional atrave´s de um oscilador mecaˆnico massa-mola-amortecedor. Finalmente,
o trato vocal funciona como um ressonador acu´stico que ira´ amplificar determinadas
frequeˆncias de ondas geradas por oscilac¸o˜es das pregas vocais. Esses subproblemas sera˜o
tratados separadamente, para dar consisteˆncia f´ısica-fisiolo´gica ao modelo.
1.2 Equac¸a˜o de movimento das pregas vocais
As pregas vocais sa˜o representadas por uma estrutura mecaˆnica capaz de entrar em um
regime oscilato´rio. Como uma primeira aproximac¸a˜o, as pregas podem ser consideradas
como um oscilador harmoˆnico que sofre uma forc¸a devido ao escoamento de ar pela glote.
Essa representac¸a˜o oferece a vantagem de caracterizar as oscilac¸o˜es com base em poucos
paraˆmetros, e encontra-se na raiz de muitos trabalhos sobre os movimentos das pregas
vocais [37, 66].
O subsistema respirato´rio produz o fluxo de ar necessa´rio requerido para a vibrac¸a˜o
das pregas vocais, resultando na produc¸a˜o de som. A pressa˜o do ar faz com que a glote se
abra e se feche de maneira c´ıclica, resultado da competic¸a˜o entre a ine´rcia e a elasticidade
das pregas vocais. A Figura 1.1 mostra um esquema simplificado das pregas vocais.
Para modelar a vibrac¸a˜o das pregas vocais englobando todas as suas peculiaridades,
temos va´rios problemas, visto que a glote e´ tridimensional, a parede glotal e´ deforma´vel
de modo assime´trico, o par de pregas vocais na˜o e´ exatamente constitu´ıdo por pregas
ideˆnticas (pode haver alguma assimetria quanto a` largura ou a` altura), o trato vocal possui
detalhes complexos, etc. A geometria do aparelho fonador seria algo dif´ıcil de desenredar,
e tornaria o modelo confuso e com uma infinidade de paraˆmetros se considera´ssemos todas
suas peculiaridades.
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Figura 1.1: Modelo simplificado das pregas vocais [66].
Assumiremos uma estrutura mais simples, em que as na˜o-linearidades do sistema
(geometria, viscosidade, colisa˜o abrupta das pregas vocais) sera˜o adicionadas ao mesmo
atrave´s de um modelo matema´tico, de forma que as perdas com essa simplificac¸a˜o na˜o
sejam significativas. Admitimos que todas as propriedades do tecido estejam concentra-
das no ponto me´dio das pregas vocais, ou seja, consideraremos um modelo agrupado. Na
Figura 1.2 temos a representac¸a˜o do modelo mecaˆnico unidimensional das pregas vocais.
Figura 1.2: Modelo mecaˆnico das pregas vocais.
Consideremos que a regia˜o glotal seja um tubo com paredes flex´ıveis, que pode se
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deformar quando o fluxo de ar passa por ele, e cujas sec¸o˜es no plano axial sejam retan-
gulares. Assumiremos que cada prega vocal tem uma massa M , religada a` parede por
uma mola de rigidez K e amortecimento B por unidade de a´rea da superf´ıcie me´dia das
pregas vocais. O termo x0 indica a semi-abertura inicial glotal, ou posic¸a˜o pre´-fonato´ria,
L e´ a largura da pregas vocais na direc¸a˜o do plano axial e T e´ a altura da prega vocal
na direc¸a˜o do plano sagital e coronal. Esse modelo permite um grau de liberdade apenas,
que e´ o movimento das pregas vocais em uma direc¸a˜o perpendicular a` do escoamento,
aqui representado pelo eixo x.
A geometria associada ao sistema mecaˆnico e´ importante porque ela esta´ diretamente
envolvida no ca´lculo da forc¸a de pressa˜o
Fp = F (x, x˙),
que iremos calcular posteriormente. Assim, o movimento da prega vocal pode ser expresso
atrave´s de um simples balanc¸o de forc¸as na direc¸a˜o do movimento, resultando em:
Mx¨(t) +Bx˙(t) +Kx(t) = Fp, (1.1)
em que x(t) indica o deslocamento do ponto me´dio da prega vocal.
Incorporamos ao modelo um termo dissipativo na˜o-linear Ĉx2x˙ seguindo [31]. O termo
e´ necessa´rio para limitar a amplitude de oscilac¸a˜o e produzir um ciclo limite, resultando
na equac¸a˜o do movimento da prega vocal
Mx¨(t) +B[1 + ηx2(t)]x˙(t) +Kx(t) = Fp, (1.2)
em que η =
Ĉ
B
e Ĉ e´ o coeficiente de dissipac¸a˜o na˜o-linear. Esse termo tambe´m descreve
os efeitos na˜o-lineares da aerodinaˆmica no canal glotal, a viscoelasticidade dos tecidos e
as coliso˜es entre as pregas vocais [33, 38]. Notemos que a equac¸a˜o (1.2) e´ semelhante a`
equac¸a˜o de Van der Pol [60], que sob certas condic¸o˜es se resulta no oscilador de relaxa-
mento.
1.3 Aerodinaˆmica glotal
Durante a respirac¸a˜o, o subsistema respirato´rio se enche de ar, criando uma diferenc¸a
de pressa˜o abaixo e acima da glote, causando um escoamento de ar na direc¸a˜o do eixo y
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Figura 1.3: Vista geome´trica da laringe simplificada, no sistema de coordenadas cartesi-
anas (x,y,z ) e varia´veis aerodinaˆmicas do canal do fluxo.
(Figura 1.3). Iremos sintetizar algumas relac¸o˜es importantes, que nos auxiliam na deduc¸a˜o
da modelagem aerodinaˆmica do sistema fonador.
O escoamento de ar na glote e´ governado pelas equac¸o˜es de Navier-Stokes, que repre-
sentam o balanc¸o de forc¸as em um elemento fluido, bem como a conservac¸a˜o de massa.
Consideraremos um regime de fluxo laminar, isto e´, no fluido na˜o ha´ flutuac¸o˜es de ve-
locidade do ar. Suporemos o escoamento incompress´ıvel, isto e´, localmente admitiremos
que a densidade do ar na˜o varia significativamente. A suposic¸a˜o de fluxo incompress´ıvel
parece inconsistente com a propagac¸a˜o de ondas acu´sticas do trato vocal. Na verdade,
a incompressibilidade do fluxo e´ local, isto e´, em uma escala muito mais curta do que o
comprimento de onda acu´stica.
A seguir, determinaremos relac¸o˜es entre a velocidade do ar e a pressa˜o do escoamento
em va´rios pontos da glote. Para isto, utilizaremos a relac¸a˜o integral de Bernoulli.
1.3.1 Teoria de Bernoulli
Vamos considerar que o fluxo na glote se comporta localmente como incompress´ıvel,
estaciona´rio e isentro´pico, isto e´, em condic¸o˜es adiaba´ticas, revers´ıvel (a variac¸a˜o de entro-
pia1 e´ zero) e sem atrito. Assim, o fluxo de ar atrave´s da glote obedece a` lei de Bernoulli,
1Entropia e´ uma grandeza termodinaˆmica que mensura o grau de irreversibilidade de um sistema.
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ρv2 + ρzg = constante, (1.3)
em que v e P sa˜o a velocidade e a pressa˜o do fluido ao longo da glote, respectivamente, g
e´ a acelerac¸a˜o gravitacional, z e´ a altura na direc¸a˜o da gravidade e ρ e´ a massa espec´ıfica
do fluido. Se a laringe estiver posicionada na direc¸a˜o horizontal, referente ao plano axial,
a altura z na˜o ira´ variar; logo o termo
ρzg, (1.4)
que representa a pressa˜o hidrosta´tica, sera´ constante ao longo do canal glotal. Caso a
laringe esteja em qualquer outra posic¸a˜o, diferente da horizontal, o valor de z ira´ variar e
consequentemente a pressa˜o hidrosta´tica na˜o sera´ constante. Pore´m, pelas dimenso˜es da
laringe, a variac¸a˜o de z e´ muito pequena (menos de 0, 5 cm), e, como o fluido em questa˜o
e´ o ar (ρ baixo), enta˜o esse termo e´ considerado aproximadamente constante ao longo da
glote. Com isso, quando utilizarmos a lei de Bernoulli em dois pontos quaisquer ao longo
da glote, a pressa˜o hidrosta´tica pode ser desprezada.
A vaza˜o volume´trica φ e´ definida como sendo a quantidade em volume que escoa
atrave´s de certa sec¸a˜o em um intervalo de tempo considerado. Ou seja, φ e´ dada por
φ = vA = constante, (1.5)
sendo
A = 2Lξ(x, t) (1.6)
a a´rea de sec¸a˜o transversal no plano xz, e ξ o deslocamento resultante total que ocorre na
direc¸a˜o do eixo x (Figura 1.1). Por outro lado, ξ e´ dado por
ξ(x, t) = x0 + x(t), (1.7)
em que x0 e´ a metade da posic¸a˜o pre´-fonato´ria ou semi-abertura inicial (vide Figura 1.1),
x(t) e´ o semi-deslocamento das pregas vocais. A partir das equac¸o˜es (1.3) e (1.5), a
diferenc¸a de pressa˜o entre as duas posic¸o˜es a e b (ver Figura 1.3), na passagem do fluxo
de ar pela regia˜o glotal, e´ obtida pela expressa˜o
Pa − Pb = −1
2
ρ(v2a − v2b ). (1.8)
A lei de Bernoulli fornece uma descric¸a˜o unidimensional do fluxo; assim, as carac-
ter´ısticas de pressa˜o e velocidade variam unicamente na direc¸a˜o do escoamento. E como
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a regia˜o glotal tem sec¸a˜o retangular por hipo´tese (ver Figura 1.1), com a variac¸a˜o ocor-
rendo apenas no eixo x, obtemos uma descric¸a˜o geome´trica determinada unicamente pela
variac¸a˜o do deslocamento resultante total ξ das pregas vocais. Assim, a equac¸a˜o (1.8) fica










Consideremos as diferenc¸as entre as presso˜es nas regio˜es subglotal (denotada por Psub,
no ponto sub em 1.3), intraglotal (denotada por Pz em qualquer ponto z na regia˜o que se
estende de a ate´ b em 1.3) e supraglotal (denotada por Psupra, no ponto supra em 1.3).
A pressa˜o me´dia glotal e´ denotada por Pg e representa a pressa˜o no ponto g˜ da glote.














Como o valor de Asub e´ suficientemente grande comparado ao valor de Ab, isto significa
que a velocidade do fluxo subglotal e´ desprez´ıvel comparada a` velocidade em b. Logo o
segundo termo do lado esquerdo pode ser desprezado, levando (1.10) a` simplificac¸a˜o:





















Como anteriormente, a a´rea Asupra e´ suficientemente grande comparada com Ab e o
segundo termo a` direita pode ser desprezado, resultando em,






Essa expressa˜o e (1.11) precisam ser ligeiramente modificadas. Segundo [29, 64, 67, 72],
faremos um ajuste f´ısico necessa´rio, devido a algumas simplificac¸o˜es que foram feitas. Por
exemplo, consideraremos que a a´rea da sec¸a˜o transversal da glote e´ retangular, o que na˜o e´
verdade. A perda de pressa˜o devido a esta, e outras simplificac¸o˜es, e´ expressa da seguinte
maneira:
Psub − Pb = kcPk2, (1.14)
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em que kc e´ o coeficiente ad hoc de perda de pressa˜o cine´tica na entrada da glote para






E ainda, temos que:
Pb − Psupra = −kePk2, (1.16)
em que ke e´ o coeficiente de recuperac¸a˜o da pressa˜o na sa´ıda da glote devido a expansa˜o
abrupta da a´rea na sa´ıda, que produz um fluxo turbulento, com formac¸a˜o de vo´rtices e
outros efeitos [74, 75].
Por conseguinte, obtemos:
Psub − Psupra = ktPk2, (1.17)
em que kt = kc − ke e´ o coeficiente de pressa˜o transglotal. A pressa˜o me´dia agindo na







Pela lei de Bernoulli,




























Com isto, conseguimos determinar a expressa˜o para a forc¸a Fp = Pg ao longo da glote,
ja´ que os paraˆmetros do modelo esta˜o por unidade de a´rea.
Agora, precisamos encontrar expresso˜es para as a´reas Aa e Ab que interveˆm em (1.21).
Para isto, devemos entender um pouco melhor porque a glote tem a a´rea de sua sec¸a˜o
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transversal varia´vel. Este fato se deve a` propagac¸a˜o de uma onda de deslocamento pela
mucosa na glote, denominado de onda mucosa.
O modelo ba´sico do movimento de uma onda que se propaga pela mucosa das pregas
vocais foi estabelecido em [66] e encontra-se esquematizado na Figura 1.4. Dentro da glote,
a pressa˜o muda de acordo com a a´rea glotal. Conforme mostrado por Hirano [26, 27],
a Figura 1.4 mostra um ciclo idealizado da vibrac¸a˜o das pregas vocais no plano coronal.
De acordo com a equac¸a˜o (1.6), quando a glote esta´ abrindo (abduc¸a˜o), ela tem forma
convergente [66], que e´ o caso dos paineis 1 a 4 da Figura 1.4. Quando a glote fecha
(aduc¸a˜o), as pregas vocais tem forma divergente, e isto esta´ ilustrado nos paineis 5 e 6
da Figura 1.4. Essa deformac¸a˜o pode ser representada como um movimento ondulato´rio
da superf´ıcie da mucosa, se propagando na direc¸a˜o do fluxo de ar [66]. De fato, essas
formas, divergente e convergente, ajudam a explicar as variac¸o˜es de presso˜es que ocorrem
na entrada e na sa´ıda da glote.
1 2 3 4
5 6 7 8
Figura 1.4: Propagac¸a˜o da onda de mucosa, esquema de um ciclo oscilato´rio, adaptado
de Hirano [26, 27].
No modo mais simples, o movimento ondulato´rio pode ser descrito por uma equac¸a˜o







Como a onda de superf´ıcie na mucosa se propaga na direc¸a˜o do fluxo de ar, a soluc¸a˜o
de d’Alembert pode ser simplificada e expressa por:
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Esta soluc¸a˜o e´ do tipo onda-viajante, e em um determinado instante t, podemos de-
terminar a abertura da glote no ponto a e b a partir desta soluc¸a˜o.
Como admitimos uma estrutura simplificada das pregas vocais, podemos determinar
as a´reas ao longo do eixo z na glote a` medida em que a onda se propaga pela mucosa. A
constante x0 e´ acrescentada ao deslocamento x(z, t), e assim a a´rea num ponto z qualquer
da glote pode ser expressa como:
A(z, t) = 2L(x0(t) + x(z, t)). (1.24)
Quando z = −T
2
, a a´rea glotal da borda inferior e´ calculada com o valor de xa(t).






Aa(t) = 2L[x0 + x(t + τ)]. (1.25)
Similarmente, para z =
T
2
, a a´rea glotal da borda superior e´ calculada com xb(t) =
x(t− τ), que resulta em:
Ab(t) = 2L[x0 + x(t− τ)], (1.26)
que sa˜o as expresso˜es necessa´rias em (1.21).
1.4 Propagac¸a˜o de ondas acu´sticas no trato vocal
A modelagem matema´tica da acu´stica da fonac¸a˜o visa caracterizar a propagac¸a˜o das
ondas acu´sticas geradas por perturbac¸o˜es de fluxo glotal do trato vocal. O trato vocal
tem uma estrutura e uma geometria complexas, e neste trabalho o consideraremos apenas
o trato a jusante da glote, e ignoraremos a traqueia. Ale´m disso, utilizaremos um modelo
simplificado do trato vocal, seguindo a mesma ide´ia de Arneodo e Mindlin [6], represen-
tando o trato vocal por um tubo de sec¸a˜o transversal uniforme (Figura 1.5), com a´rea At.
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Figura 1.5: Propagac¸a˜o de uma onda dentro do tubo de sec¸a˜o uniforme At e comprimento
l, na direc¸a˜o de propagac¸a˜o do eixo y.
Em qualquer ponto do tubo, a pressa˜o total Psupra na entrada do trato vocal, sera´ a
soma de duas componentes: uma pressa˜o esta´tica P e uma pressa˜o acu´stica P˜ . Assim,
Psupra = P supra + P˜supra. (1.27)
Ale´m disso, a pressa˜o acu´stica na entrada do tubo e´ resultante de duas componentes:
uma onda de pressa˜o incidente a partir da glote, denotada por p+, e uma onda parcial
refletida nos la´bios (sendo que uma parte da onda e´ irradiada ao exterior, pois o tubo esta´
aberto em uma extremidade), referida como p−. Logo
P˜supra = p
+ + p−. (1.28)
A onda de pressa˜o incidente e´ produzida pela variac¸a˜o do fluxo de ar vindo da glote,





, seguindo [6], onde ρ0 e´ a densidade do ar sem perturbac¸a˜o, c e´ a velocidade do som e u˜
e´ a componente de variac¸a˜o da vaza˜o de ar glotal [6].
A vaza˜o na glote (1.5) pode ser diferenciada e assim obteremos:
du = vdA+ Adv. (1.30)
O segundo termo pode ser desprezado pois so´ e´ importante quando a glote esta´ perto
de fechar [66]. Portanto, podemos definir uma aproximac¸a˜o para a variac¸a˜o de vaza˜o
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como:
u˜ = vA˜, (1.31)
em que v e´ a velocidade me´dia da part´ıcula e A˜ = dA e´ a variac¸a˜o de a´rea glotal. O
deslocamento da prega vocal e´ dado por
x(t) = x˜(t) + x∗, (1.32)
em que x∗ indica a posic¸a˜o de equil´ıbrio, que sera´ calculada posteriormente, e x˜(t) e´ o
deslocamento a partir dessa posic¸a˜o. Enta˜o,
A˜(t) = 2Lx˜(t) (1.33)
e












[2, 22, 66]. A onda refletida pode ser expressa pela seguinte relac¸a˜o com a onda incidente:
p− = rp+(t− ϑ), (1.37)
em que −1 ≤ r ≤ 1 e´ o coeficiente de reflexa˜o e ϑ = 2l
c
e´ o tempo de retardo para a onda
acu´stica ir e voltar no tubo do trato vocal de comprimento l. Portanto, a pressa˜o acu´stica
(1.28) na entrada do trato vocal e´ da seguinte forma:
P˜ (t) = αv [x˜(t) + rx˜(t− ϑ)] . (1.38)
Ao longo desta modelagem, consideramos que o trato vocal esta´ amplamente aberto
em uma extremidade (boca aberta como a vogal [@]). Portanto, temos que a pressa˜o
acu´stica e´ a u´nica componente da pressa˜o supraglotal, ja´ que a esta´tica sera´ nula. O caso
onde a extremidade esta´ praticamente fechada sera´ considerado no cap´ıtulo 5.
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1.5 Equac¸o˜es gerais do modelo
As expresso˜es determinadas nas sec¸o˜es anteriores sera˜o agrupadas para, juntas, repre-
sentarem nosso modelo matema´tico da fonac¸a˜o:
Modelo Matema´tico
Equac¸a˜o geral Mx¨(t) +B[1 + ηx2(t)]x˙(t) +Kx(t) = Pg








A´rea da borda inferior Aa(t) = 2L[x0 + x(t+ τ)]
A´rea da borda superior Ab(t) = 2L[x0 + x(t− τ)]
Pressa˜o supraglotal Psupra = αv [x˜(t) + rx˜(t− ϑ)]
1.6 Simplicac¸a˜o para uma equac¸a˜o de Van der Pol
Vamos considerar ke = 0, ja´ que normalmente ke < 0, 2 [66], e desprezando o efeito do
carregamento do trato vocal (logo Psupra ≈ 0, que coincide com a pressa˜o atmosfe´rica), a









No caso de τ suficientemente pequeno, usando a expansa˜o de Taylor em torno da
origem as expresso˜es de Aa e Ab se reduzem a
Aa(t) = 2L[x0 + x(t) + τ x˙(t)]; (1.40)
Ab(t) = 2L[x0 + x(t)− τ x˙(t)]. (1.41)





x0 + x+ τ x˙
, (1.42)




e´ denominado coeficiente de velocidade caracter´ıstica. Substituindo esta







x˙+Kx = 0. (1.43)
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Ou seja
Mx¨− (B′ − Cx2)x˙+Kx = 0 (1.44)



































































Substituindo (1.48) e (1.49) na equac¸a˜o (1.47) e omitindo as linhas das novas varia´veis,
temos:
x¨(t)− µ [1− x2(t)] x˙(t) + x(t) = 0, (1.50)
que e´ a equac¸a˜o de Van der Pol [60]. Note que, para obtermos a equac¸a˜o (1.50), devemos
considerar a hipo´tese adicional que B′ 6= 0. A equac¸a˜o de Van der Pol tem sido muito
utilizada em ana´lises de sistemas oscilato´rios na˜o-lineares, particularmente em fisiologia
e biologia. No caso da fisiologia humana, a equac¸a˜o tem sido usada, por exemplo, em
batimentos cardiacos [73]. Ela tambe´m e´ utilizada com sucesso em estudos da vocalizac¸a˜o
de pa´ssaros canoros [33].
1.7 Soluc¸a˜o das equac¸o˜es e retrato de fase
A te´cnica nume´rica utilizando o recurso computacional nos fornece uma soluc¸a˜o aproxi-
mada que nos ajudara´ entender o comportamento dinaˆmico das soluc¸o˜es. Vamos empregar
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a soluc¸a˜o nume´rica nesta sec¸a˜o em dois casos. O primeiro caso e´ quando consideramos
τ suficientemente pequeno. Nesse caso, aproximac¸o˜es em nosso modelo (sec¸a˜o 1.5) po-
dem ser feitas e simples integrac¸a˜o pelo me´todo Runge-Kutta e´ suficiente para resolver
as equac¸o˜es. O segundo caso e´ quando τ e´ qualquer. Para este caso, um programa
computacional espec´ıfico para lidar com a integrac¸a˜o da equac¸a˜o diferencial funcional foi
desenvolvido.
1.7.1 Soluc¸a˜o para τ suficientemente pequeno
Quando consideramos τ pequeno, o modelo na sec¸a˜o 1.5 com Pg como na expressa˜o
(1.42), sera´ resolvido.
Nesse caso, tomando Psub constante (vide Tabela 1.1), a soluc¸a˜o direta do sistema
pode ser obtida pelo me´todo Runge-Kutta. O gra´fico 1.6 exibe a simulac¸a˜o do modelo da
sec¸a˜o 1.5.

















Figura 1.6: Simulac¸a˜o da oscilac¸a˜o no intervalo de tempo I = [0, 0.3] segundos e com
condic¸a˜o inicial x(0) = [0.0001, 0]. Os paraˆmetros esta˜o listados na Tabela 1.1.
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Figura 1.7: Simulac¸a˜o da oscilac¸a˜o da prega vocal, onde Pg foi simplificado. Intervalo de
tempo de integrac¸a˜o I = [0, 0.3] em segundos e condic¸a˜o inicial x(0) = [0.0001, 0]. Os
paraˆmetros esta˜o listados na Tabela 1.1.
teremos uma simulac¸a˜o ligeiramente diferente, ilustrada na Figura 1.7. A representac¸a˜o
geome´trica das trajeto´rias do nosso sistema no plano R2 para diferentes condic¸o˜es iniciais
e´ exibida na Figura 1.8.
























Figura 1.8: Plano de fase para as condic¸o˜es iniciais: curva 1 x(0) = [−0.08, 0]; curva 2
x(0) = [−0.002, 40]; curva 3 x(0) = [0.081, 0.71] e curva 4 x(0) = [−0.002, −0.0009].
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Tabela 1.1: Valores dos paraˆmetros do modelo correspondendo a uma configurac¸a˜o de
homem adulto. Todos os paraˆmetros, exceto B e η, foram extra´ıdos de [66]. Os paraˆmetros










1.7.2 Soluc¸a˜o para τ qualquer
Vamos considerar a simulac¸a˜o um pouco mais complexa de uma oscilac¸a˜o padra˜o das
pregas vocais durante uma t´ıpica vocalizac¸a˜o no intervalo de tempo I = [0, Tf ]. Na˜o e´ fa´cil
em geral resolver uma equac¸a˜o diferencial com atraso e avanc¸o de tempo [21]. Me´todos
padro˜es para problemas de valor inicial na˜o se aplicam, pois, para calcular a soluc¸a˜o x em
um certo tempo t, seu valor em t+ τ e´ ainda desconhecido. Assim devemos implementar
um me´todo que seja capaz de considerar o avanc¸o de tempo.
O problema pode ser aproximado como um problema de valor de fronteira, que sera´
resolvido iterativamente, em que ambas as condic¸o˜es iniciais e finais sa˜o especificadas como
condic¸o˜es de contorno. Fazendo que Psub seja nula no in´ıcio e no final, enta˜o sabemos que
x(0) = 0, e que x(T ) ∼= 0 (na˜o sera´ exatamente nulo, mas tera´ um valor muito pequeno).
No in´ıcio do per´ıodo da simulac¸a˜o, as pregas vocais sa˜o assumidas em equil´ıbrio e
enta˜o x(t) = 0 para t ∈ [−τ, τ ]. Uma curva padra˜o, como mostrada na Figura 1.9, e´
adotada para Psub, de modo que ela seja nula para t ∈ [0, t1], em que t1 ≥ τ . E em t = t1,
Psub(t) comec¸a a aumentar suavemente ate´ atingir o ma´ximo valor em t = t2, em que
se mante´m constante ate´ t = t3. E, a partir desse ponto, Psub decresce suavemente ate´
t = t4 ≤ Tf − τ . No fim do per´ıodo de simulac¸a˜o, as pregas vocais devem voltar para
o equil´ıbrio novamente, e enta˜o a condic¸a˜o de fronteira novamente sera´ x(t) ∼= 0 para
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t ∈ [Tf − τ, Tf + τ ].

















t1 t2 t3 t4
Figura 1.9: Padra˜o assumido pela pressa˜o subglotal Psub(t) para uma oscilac¸a˜o da prega
vocal.
Sob estas condic¸o˜es, adotamos uma aproximac¸a˜o inicial para x(t) (soluc¸a˜o de equil´ıbrio).
Para provocar uma oscilac¸a˜o, introduzimos uma pequena perturbac¸a˜o fazendo x(τ) = x.
A equac¸a˜o (1.2) e´ enta˜o resolvida por um processo iterativo chamado algoritmo de Picard
[12], comec¸ando por uma aproximac¸a˜o inicial
x(0)(t) =
{
0, para t ∈ [−τ, Tf + τ ] e t 6= τ,
x, para t = τ.
Em cada iterac¸a˜o k, com k = 1, 2, ..., a pressa˜o me´dia glotal Pg e´ calculada usando a
soluc¸a˜o x(k−1)(t). Agora uma nova soluc¸a˜o x(k)(t) e´ obtida resolvendo a equac¸a˜o diferencial
resultante
Mx¨(k)(t) +B{1 + η[x(k)]2(t)}x˙(k)(t) + kx(k)(t) = P (k−1)g para t ∈ [τ, Tf − τ ]. (1.52)
Em todas iterac¸o˜es, a condic¸a˜o de fronteira x(k) = 0 para t ∈ [−τ, τ ] e t ∈ [Tf−τ, Tf+τ ]
e´ adicionada para o ca´lculo da soluc¸a˜o. O processo e´ repetido ate´ que na˜o exista diferenc¸a




[xk+1(t)− xk(t)]2 < 10−4. (1.53)
Deste modo, nosso modelo foi resolvido usando o me´todo padra˜o Runge-Kutta imple-
mentado no Matlab (vide anexo).
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A n´ıvel de comparac¸a˜o, vamos testar o programa implementado para o mesmo τ do
caso anterior (Tabela 1.1). Em todos os testes, o processo acima foi capaz de calcular
a soluc¸a˜o em aproximadamente 100 iterac¸o˜es. Valores de uma pressa˜o subglotal Psub(t)
em intervalos [t1, t2] e [t3, t4] foram calculados usando interpolac¸a˜o spline cu´bica entre as
extremidades de Psub, que pode ser 0 ou Pmax (o que for mais apropriado) e fazendo as
inclinac¸o˜es das extremidades iguais a zero. Desse modo, uma curva suave Psub(t) com a
primeira derivada cont´ınua foi gerada. A Figura 1.10 mostra um exemplo de soluc¸a˜o para






















Figura 1.10: Simulac¸a˜o da oscilac¸a˜o da prega vocal com paraˆmetros na Tabela 1.1. Painel
superior: deslocamento da prega vocal x(t). Painel inferior: pressa˜o subglotal Psub(t), com
t1 = τ , t2 = 15 ms, t3 = 515 ms, t4 = 530 ms e Tf = 1000 ms. Simulac¸a˜o exibida com o
intervalo de tempo [0, 600] ms.
A Figura 1.11 exibe a projec¸a˜o em R2 do espac¸o de fase de duas soluc¸o˜es com Psub =
800 Pa.
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Figura 1.11: Projec¸a˜o em R2 do espac¸o de fase para func¸o˜es com atraso e avanc¸o de
tempo. Condic¸a˜o inicial: curva 1 x(0) = [−0.008, 0]; curva 2 x(0) = [0.04, 0].
O gra´fico 1.12 exibe a comparac¸a˜o das oscilac¸o˜es nesses treˆs casos simulados ao longo
de um ciclo. Quando τ e´ suficientemente pequeno e a aproximac¸a˜o (1.51) adotada, a
frequeˆncia de oscilac¸a˜o e´ aproximadamente 103 Hz e amplitude 0.04cm; para τ suficiente-
mente pequeno e sem a aproximac¸a˜o a frequeˆncia e´ aproximadamente 97 Hz e amplitude
0.045 cm ; e por u´ltimo, para τ qualquer, a frequeˆncia e´ 101 Hz e amplitude 0.04cm.
Apesar dessa diferenc¸a entre as frequeˆncias e as amplitudes em cada situac¸a˜o caso, as
curvas possuem praticamente o mesmo comportamento oscilato´rio. A diferenc¸a da curva
1 para as demais pode ser explicada quando x se torna negativo e passa pelo mı´nimo, o
denominador da expressa˜o e´ muito pequeno e enta˜o a pressa˜o glotal e´ grande. Por isso,
as diferenc¸as entre as as oscilac¸o˜es sa˜o mais vis´ıveis nessa regia˜o.
A Figura 1.12 exibe as soluc¸o˜es para os treˆs casos analisados.
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Curva 1: simulação para τ pequeno
 e sem simplificar o denominador
Curva 2: simulação para τ pequeno
 e simplificando o denominador








ANA´LISE DE ESTABILIDADE E
BIFURCAC¸O˜ES
No cap´ıtulo anterior abordamos as soluc¸o˜es numericamente, o que ajudou a entender
o comportamento dinaˆmico das soluc¸o˜es. Nesse cap´ıtulo apresentamos resultados sobre a
ana´lise de estabilidade e bifurcac¸o˜es, obtida via teorema de Hopf e o me´todo do balanc¸o
harmoˆnico. O modelo apresentado na sec¸a˜o 1.5 possui avanc¸o e atraso de tempo, ale´m da
na˜o-linearidade. Para um sistema com tal complexidade uma soluc¸a˜o expl´ıcita, em geral,
a soluc¸a˜o expl´ıcita na˜o pode ser determinada. Por meio da ana´lise qualitativa podemos
descobrir caracter´ısticas do comportamento dinaˆmico de nossas soluc¸o˜es. A ana´lise e´
feita em torno de um ponto de equil´ıbrio, de modo a determinar o quadro de estabilidade,
existeˆncia de ciclo limite e bifurcac¸o˜es. A seguir apresentamos os resultados.
2.1 Ponto de equil´ıbrio e estabilidade
O primeiro caso a ser analisado e´ quando τ e´ suficientemente pequeno. Dada uma
equac¸a˜o diferencial de ordem dois, podemos reescreveˆ-la na forma de um sistema bidi-
mensional. Substituindo a expressa˜o (1.39) no modelo na sec¸a˜o 1.5 e a condic¸a˜o para τ ,
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x0 + u+ τv
) . (2.1)















Essas soluc¸o˜es sa˜o chamadas pontos de equil´ıbrio. O sistema (4.7) possui um u´nico
ponto de equil´ıbrio, que expressamos como
E0 = (0, 0). (2.3)
Pelo Teorema de Grobmamn-Hartmann [24], o comportamento qualitativo de um sis-
tema na˜o-linear pode ser analisado pela linearizac¸a˜o do sistema na vizinhanc¸a do ponto











Os autovalores da matriz J ajudam a determinar a estabilidade do sistema. A equac¸a˜o
































Quando ambos autovalores teˆm parte real negativa, o ponto fixo e´ esta´vel e, se algum
tiver parte real positiva, o ponto fixo e´ um espiral insta´vel. Para isto basta que,
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e o ponto E0 sera´ um espiral insta´vel. Quando a expressa˜o (2.9) e´ va´lida, a oscilac¸a˜o
crescera´ em amplitude. Veˆ-se, portanto, que a energia transferida do fluxo do ar a`s pregas
vocais e´ maior que a energia perdida por dissipac¸a˜o nos tecidos, e enta˜o uma oscilac¸a˜o






chamado de “pressa˜o limiar da fonac¸a˜o” [66].
A pressa˜o subglotal limiar na equac¸a˜o (2.10) e´ a pressa˜o subglotal mı´nima exigida
para que se inicie a oscilac¸a˜o. Para valores menores de Plimiar, temos que as soluc¸o˜es
convergem para o ponto de equil´ıbrio e na˜o ha´ oscilac¸a˜o.
A pressa˜o subglotal Psub e´ um dos paraˆmetros principais do controle da oscilac¸a˜o das
pregas vocais, e pode ser variado a vontade durante a fala.
2.2 Bifurcac¸a˜o de Hopf
Nessa sec¸a˜o, vamos obter as condic¸o˜es de existeˆncia e o tipo de bifurcac¸a˜o que o modelo
na sec¸a˜o 1.5 apresenta. Conforme visto na sec¸a˜o anterior, ha´ uma mudanc¸a repentina
de estabilidade para instabilidade, quando Psub varia. Em uma bifurcac¸a˜o, ocorre uma
mudanc¸a qualitativa no retrato de fase quando um paraˆmetro de controle no sistema e´
alterado. Na bifurcac¸a˜o de Hopf, um ponto de equil´ıbrio muda de estabilidade e emite ou
absorve uma o´rbita perio´dica. No ponto de bifurcac¸a˜o, um par de autovalores atravessa
o eixo imagina´rio. Existem dois tipos de bifurcac¸a˜o de Hopf: uma delas ocorre quando
o paraˆmetro aumenta o ponto de equil´ıbrio esta´vel bifurca-se em um ponto de equil´ıbrio
insta´vel e um ciclo limite esta´vel (bifurcac¸a˜o de Hopf supercr´ıtica); ou quando um ponto
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de equil´ıbrio insta´vel bifurca-se em um ponto de equil´ıbrio esta´vel e um ciclo limite insta´vel
(bifurcac¸a˜o de Hopf subcr´ıtica). Esses dois tipos de bifurcac¸a˜o esta˜o ilustrados na Figura
2.1.
Figura 2.1: Diagrama de bifurcac¸a˜o: em que o s´ımbolo  indica o ponto de bifurcac¸a˜o;
o primeiro diagrama e´ a configurac¸a˜o supercr´ıtica e o segundo indica a configurac¸a˜o
subcr´ıtica com o paraˆmetro de controle ε variando no eixo horizontal.



















A primeira condic¸a˜o de (2.12) nos garante que, quando o paraˆmetro de controle Psub
varia e passa pelo valor de bifurcac¸a˜o (Plimiar) os autovalores sa˜o imagina´rios. Temos
que γ(Psub) muda de sinal quando o sistema passa pelo valor de bifurcac¸a˜o no paraˆmetro
Plimiar, ou seja, o limiar de oscilac¸a˜o, pois a posic¸a˜o de equil´ıbrio torna-se insta´vel e a
oscilac¸a˜o e´ gerada. A segunda expressa˜o de (2.12) e´ chamada condic¸a˜o de transversalidade,
e garante que os autovalores cruzam o eixo imagina´rio transversalmente. Essas sa˜o as
condic¸o˜es necessa´rias para que haja a bifurcac¸a˜o de Hopf [24].
Para determinar qual tipo de bifurcac¸a˜o de Hopf ocorre, e´ necessa´rio calcular o nu´mero
de Lyapunov σ [50]. O sinal desse nu´mero determina o tipo de bifurcac¸a˜o. Ela sera´
supercr´ıtica se σ < 0, e subcr´ıtica para σ > 0.
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Para um sistema anal´ıtico planar qualquer x









em que ∆ = ad− bc, a+ d = 0 e a origem e´ um ponto de equil´ıbrio para o sistema (2.13),






{[ac(a211 + a11b02 + a02b11) + ab(b211 + a20b11 + a11b02)
+c2(a11a02 + 2a02b02)− 2ac(b202 − a20a02)− 2ab(a220 + b20b02)
−b2(2a20b20 + b11b20) + (bc− 2a2)(b11b02 − a11a20)]
−(a2 + bc)[3(cb03 − ba30) + 2a(a21 + b12) + (ca12 − bb21)]}
(2.14)












x0 + u+ τv
) . (2.15)
Fazendo a expansa˜o de Taylor no ponto (u, v) = (0, 0) da expressa˜o
f(u, v) = − B
M



































De posse dos coeficientes, agora podemos determinar o nu´mero de Lyapunov. Basta






(Bτ + 3τ 2K +M − ηMx02). (2.19)
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Como exemplo, consideremos os mesmos valores dos paraˆmetros da Tabela 1.1. O
valor do nu´mero de Lyapunov e´ aproximadamente −21.93. Isto significa que a bifurcac¸a˜o
e´ supercr´ıtica. Notemos a influeˆncia do paraˆmetro η sobre a bifurcac¸a˜o, seus valores ira˜o
indicar o tipo de bifurcac¸a˜o existente.







e assim, para os mesmos valores dos paraˆmetros (Tabela 1.1), o nu´mero de Lyapunov
sera´ −49, e novamente teremos uma bifurcac¸a˜o supercr´ıtica.
2.3 Balanc¸o harmoˆnico
Na sec¸a˜o anterior uma aproximac¸a˜o para τ suficientemente pequeno foi assumida,
e atrave´s de (2.1) obtivemos a expressa˜o para pressa˜o limiar necessa´ria para iniciar a
oscilac¸a˜o. Agora buscaremos um resultado mais geral, ou seja, para τ qualquer.









em que A = A(t) = x0 + x(t) > 0. Note que Pg depende da forma do canal glotal:
e´ positiva para um canal convergente (Aa > Ab) e negativa para uma parte divergente
(Aa < Ab), e sua magnitude diminui quando as pregas vocais sa˜o abduzidas, ou seja,
afastam-se da linha mediana do corpo da prega vocal (Aa maior). Aqui, a relac¸a˜o inversa
entre a Pg e a a´rea glotal e´ mantida, mas e´ expressa em termos da a´rea A no ponto me´dio
da glote em vez de sua borda inferior Aa, isto e´, Aa e´ substitu´ıdo por A no denominador
da equac¸a˜o (1.21).
Com essas hipo´teses, nosso modelo assume a forma





x(t + τ)− x(t− τ)
x0 + x(t)
, (2.22)
com x0 + x(t) > 0 indicando que na˜o ha´ colisa˜o entre as pregas vocais.
Te´cnicas padra˜o na˜o podem ser utilizadas em nosso sistema (1.2), por se tratar de uma
equac¸a˜o que apresenta avanc¸o e atraso no tempo. Contudo, a soluc¸a˜o atrave´s do processo
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nume´rico revela que as oscilac¸o˜es sa˜o quase senoidais, mesmo em grandes amplitudes.
Portanto, o comportamento oscilato´rio do modelo pode ser investigado usando o me´todo
de balanc¸o harmoˆnico [44, 46]. Esse me´todo consiste em aproximar a soluc¸a˜o de uma
equac¸a˜o diferencial atrave´s da soma de va´rios harmoˆnicos,tal como em uma se´rie de Fou-
rier, desprezando os termos harmoˆnicos maiores gerados pelos termos na˜o-lineares. Ale´m
desse me´todo estimar soluc¸o˜es perio´dicas, ele tambe´m pode auxiliar na compreensa˜o do
comportamento qualitativo das oscilac¸o˜es. Essa te´cnica ja´ foi adotada para o modelos das
pregas vocais [37], e por ser uma ferramenta significante adotaremos o balanc¸o harmoˆnico
de primeira ordem.
Primeiramente assumimos que ha´ uma oscilac¸a˜o em torno do ponto de equil´ıbrio E0,
e que a soluc¸a˜o perio´dica pode ser aproximada pela func¸a˜o
x(t) = a cos(wt), (2.23)
em que w e´ a frequeˆncia angular e a e´ a amplitude de oscilac¸a˜o, com 0 ≤ a ≤ x0.
Quando essa aproximac¸a˜o e´ substitu´ıda na equac¸a˜o (2.22), o termo dissipativo na˜o-
linear nos fornece

















Similarmente, substituindo a equac¸a˜o (2.23) em (2.21) (ou no lado direito da equac¸a˜o
(2.22)) e expandindo o resultado em se´rie de Fourier, temos:




sen(wt) + termos harmoˆnicos de ordem maior. (2.26)
Os harmoˆnicos maiores nas equac¸o˜es (2.25) e (2.26) sa˜o ignorados e os primeiros termos
harmoˆnicos sa˜o substitu´ıdos na equac¸a˜o (2.22). Substituindo tambe´m a soluc¸a˜o (2.23)
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nos termos lineares remanescentes, encontramos uma aproximac¸a˜o para a frequeˆncia de



















em que α =
a
x0
e´ a amplitude de oscilac¸a˜o normalizada e 0 < wτ < pi, limitando assim os
valores de τ .
A equac¸a˜o (2.27) expressa o valor da pressa˜o subglotal Psub que ira´ produzir uma
oscilac¸a˜o de amplitude α. No in´ıcio da oscilac¸a˜o, α = 0 e, portanto, o valor limiar da





Notemos que se fizermos τ suficientemente pequeno teremos a aproximac¸a˜o
sen(wτ) ≈ wτ,
resultando na expressa˜o (2.10), que foi determinada usando o teorema de bifurcac¸a˜o de
Hopf.
A Figura 2.2 representa graficamente Psub em func¸a˜o da amplitude de oscilac¸a˜o nor-
malizada α para va´rios valores de η e os demais paraˆmetros esta˜o listados na Tabela
(1.1). A pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o ocorre quando a amplitude e´ zero, ou seja, Plimiar =
Psub(0) = 295.3 Pa. Nesse valor, como demonstrado nas sec¸o˜es anteriores, uma bifurcac¸a˜o
de Hopf ocorre: quando Psub aumenta a partir de Psub < Plimiar para Psub > Plimiar, o
ponto de equil´ıbrio em x = 0 torna-se insta´vel e um ciclo limite esta´vel (oscilac¸a˜o esta´vel)
e´ produzido (caso supercr´ıtico) ou um ciclo limite insta´vel e´ absorvido (caso subcr´ıtico).
Ambos os tipos de bifurcac¸o˜es podem ocorrer, dependendo do valor de η. Curvas crescen-
tes indicam ciclos limites esta´veis e as curvas decrescentes indicam ciclos limites insta´veis,
como acontece no diagrama de bifurcac¸a˜o mostrado no cap´ıtulo anterior.
Consideremos, por exemplo, uma curva crescente de Psub(α) e assumamos que o sis-
tema esta´ sobre uma curva oscilando com uma certa amplitude α. Se uma perturbac¸a˜o
provoca um ligeiro crescimento da amplitude, enta˜o a pressa˜o Psub sera´ menor do que o
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valor necessa´rio para sustentar uma oscilac¸a˜o com essa amplitude. Assim a amplitude di-
minuira´ retornando para o valor anterior. No caso de uma curva decrescente para Psub(α),
a mesma perturbac¸a˜o ira´ resultar em um valor de Psub maior que o requerido para susten-
tar a oscilac¸a˜o na nova amplitude, e assim a amplitude de oscilac¸a˜o ira´ aumentar ainda
mais. Portanto, a bifurcac¸a˜o e´ supercr´ıtica quando a curva Psub(α) aumenta a partir do
ponto de bifurcac¸a˜o em α = 0 e subcr´ıtica quando Psub(α) diminui.



















Figura 2.2: Pressa˜o subglotal Psub versus amplitude de oscilac¸a˜o normalizada α para
va´rios valores de η, e outros paraˆmetros como na Tabela (1.1). De baixo para cima, as
curvas correspondem a η = 0, 1000, 2000, 3000 e 4000 cm−2, respectivamente. Os pontos
triangulares representam os resultados a partir da soluc¸a˜o nume´rica direta da equac¸a˜o
(2.22).
Resultados obtidos a partir de soluc¸a˜o nume´rica direta da equac¸a˜o (2.22) tambe´m
esta˜o exibidos na Figura (2.2). A sua proximidade com as curvas indica que a ana´lise de
equil´ıbrio pelos harmoˆnicos fornece uma boa aproximac¸a˜o a` soluc¸a˜o real.
Vamos analisar o tipo de bifurcac¸a˜o de Hopf em mais detalhe. A primeira derivada de
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Note que P ′sub(0) = 0 e, portanto, α = 0 e´ um ponto cr´ıtico. A concavidade em α = 0






























(ηx20 − 1). (2.31)
Portanto, Psub(α) e´ coˆncava para cima em α = 0 quando η >
1
x20




. Quando η =
1
x20
, a equac¸a˜o (2.29) pode ser transformada em






1− α2) + 3α2], (2.32)
que e´ negativa para 0 ≤ α ≤ 1 e, portanto, a curva Psub(α) esta´ decrescendo. Enta˜o, a
bifurcac¸a˜o de Hopf no limiar da oscilac¸a˜o Psub = Plimiar e´ subcr´ıtica para 0 ≤ η ≤ 1
x20
e
supercr´ıtica para η >
1
x20
. Note que o tipo de bifurcac¸a˜o e´ determinado somente por η e,
portanto, e´ independente do tempo de atraso τ .
A Figura 2.2 revela que, no caso de uma bifurcac¸a˜o supercr´ıtica, Psub(α) tem um
ponto de ma´ximo local, a partir de onde a curva torna-se decrescente, para amplitudes
de maiores dimenso˜es. O ma´ximo indica uma bifurcac¸a˜o sela-no´ entre os ciclos limite. A`
esquerda desse ponto, um ciclo limite esta´vel existe e a` direita ha´ um ciclo limite insta´vel.
Ambos os ciclos limite podem, portanto, co-existir em alguns valores de Psub, e, a` medida
que Psub aumenta, eles se unem e cancelam um ao outro. O ciclo limite insta´vel marca o
limite de validade do modelo para a oscilac¸a˜o da prega vocal, pois qualquer trajeto´ria ale´m
do ciclo limite insta´vel ira´ crescer em amplitude ate´ alcanc¸ar a condic¸a˜o de fechamento
glotal x(t) = −x0.
As condic¸o˜es para a existeˆncia de uma bifurcac¸a˜o sela-no´ podem ser determinadas
atrave´s da resoluc¸a˜o de P ′sub(α) = 0 em (2.29). Existem duas soluc¸o˜es: uma e´ a bifurcac¸a˜o
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1− α2 , (2.33)
que e´ equivalante a
√
1− α2 + 3
2
























, a segunda soluc¸a˜o tambe´m conduz a α = 0 e ambos os extremos locais coincidem.
Portanto, a bifurcac¸a˜o sela-no´ existe somente para η >
1
x20
, quando a bifurcac¸a˜o de Hopf
no limiar da oscilac¸a˜o e´ supercr´ıtica. No caso de uma bifurcac¸a˜o subcr´ıtica existe apenas
um ciclo limite, que e´ insta´vel. Nenhuma oscilac¸a˜o esta´vel e´ poss´ıvel nesse caso e, por
conseguinte, esta´ fora da validade do modelo como uma representac¸a˜o de um oscilador
de pregas vocais, ja´ que na˜o podemos ter uma bifurcac¸a˜o sela-no´ entre os ciclos limite.
Assim, o modelo proposto permite um in´ıcio supercr´ıtico da oscilac¸a˜o.
2.3.1 Histerese oscilato´ria
Como vimos no in´ıcio da sec¸a˜o, sob certas condic¸o˜es, podemos obter configurac¸o˜es em
que existem apenas ciclos limite insta´veis, e isso afeta o padra˜o de oscilac¸a˜o, resultando
na invalidac¸a˜o do modelo da oscilac¸a˜o das pregas vocais. Nesse contexto iremos acres-
centar termos polinomiais ao fator de amortecimento, fazendo com que haja novos ciclos
limite ale´m dos insta´veis em nosso sistema. Tal me´todo apresentado em [5] descreve o
comportamento entre ciclos limite em sistemas mecaˆnicos, tais como a dinaˆmica em voos
de aeronave [5] e propo˜e a expansa˜o do modelo para que novos ciclos limites sejam criados
a partir de ciclos limite ja´ existentes. Como veremos, a relac¸a˜o entre os ciclos existentes
no novo modelo da´ origem a` histerese. Um termo polinomial de grau quatro foi usado
por Lucero em 2005 [39] para produzir o fenoˆmeno de histerese de oscilac¸a˜o.
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2.3.1.1 Bifurcac¸a˜o sela-no´ entre ciclos limite
Existem alguns tipos de configurac¸o˜es dos ciclos limite que na˜o sa˜o fisicamente poss´ıveis
para o modelo da oscilac¸a˜o das pregas vocais (por exemplo, se considerarmos que ha´ uma
bifurcac¸a˜o de Hopf subcr´ıtica). Nesse caso teremos ciclos limite insta´veis, em que as
soluc¸o˜es que comec¸am pro´ximas do ciclo tendem a se afastar dele. Isso significa que as
trajeto´rias ira˜o crescer em amplitude, ou seja, alcanc¸ara˜o a condic¸a˜o de fechamento glotal
x(t) = −x0. Fisicamente, a amplitude cresce muito e as equac¸o˜es de Bernoulli (usadas na
construc¸a˜o do modelo) na˜o se aplicam. Assim, o ciclo limite insta´vel marca o limite de
validade do modelo para a oscilac¸a˜o das pregas vocais. Existem dois caminhos poss´ıveis
para as oscilac¸o˜es de grande amplitude, a saber:
1o caso: Uma bifurcac¸a˜o de Hopf subcr´ıtica, que tem ciclo limite insta´vel, pode se
combinar com uma bifurcac¸a˜o sela-no´ em que o ciclo limite insta´vel coalesce com um ciclo
esta´vel. Com o crescimento do parameˆtro α, o sistema pula do ponto da bifurcac¸a˜o de
Hopf para o ciclo esta´vel. Vamos representar esse fato pela seta apontando para cima.
Para o decrescimento do paraˆmetro α na bifurcac¸a˜o sela-no´ o sistema pula do ciclo limite
esta´vel para a soluc¸a˜o de equil´ıbrio, o que esta´ representado pela seta apontando para
baixo. Esse fenoˆmeno de transic¸o˜es de estabilidade entre os ciclos limites e o ponto de
equil´ıbrio [7] e´ denominado histerese.
Figura 2.3: O quadrado  indica bifurcac¸a˜o de Hopf; o quadrado , bifurcac¸a˜o entre
ciclos limite; a curva —, ciclos limite esta´veis, e a curva −− ciclos limite insta´veis.
2o caso: Podemos ter uma bifurcac¸a˜o de Hopf supercr´ıtica, depois disso apresentar
uma bifurcac¸a˜o sela-no´, entre os ciclos limite, que gera um ciclo limite insta´vel. Novamente
a validade do modelo ficara´ comprometida. Assim, e´ necessa´rio que haja novos ciclos limite
esta´veis de amplitude maior que os ciclos insta´veis. Por exemplo, a Figura 2.4 reproduz
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uma bifurcac¸a˜o de Hopf supercr´ıtica em combinac¸a˜o com duas bifurcac¸o˜es sela-no´ entre
ciclos limite. O ciclo de histerese aparece quando o sistema pula do primeiro ponto de
bifurcac¸a˜o sela-no´ para o ciclo esta´vel e do segundo ponto de bifurcac¸a˜o sela-no´ (entre
ciclos limite) para a soluc¸a˜o esta´vel.
Figura 2.4: O s´ımbolos indicam: quadrado  bifurcac¸a˜o de Hopf; o quadrado  bifurcac¸a˜o
entre ciclos limite; a linha so´lida — ciclos limite esta´veis e a linha tracejada −− representa
ciclos limite insta´veis.
Os fatos descritos acima capturam o fenoˆmeno de interesse em nosso modelo, pois
limitam a amplitude de oscilac¸a˜o, tornando nosso modelo condizente com a` fonac¸a˜o.
2.3.1.2 Extensa˜o do modelo
Ao acrescentarmos termos polinomiais ao modelo apresentado na sec¸a˜o 1.5, poderemos
capturar o ciclo limite ideal necessa´rio na oscilac¸a˜o das pregas vocais. A forma das
curvas Psub(α) pode ser facilmente alterada, e novas bifurcac¸o˜es podem ser criadas com
a extensa˜o do modelo, acrescentando poteˆncias pares de maior ordem em x ao termo
de amortecimento em (2.22). Termos polinomiais de poteˆncia ı´mpar na˜o sa˜o fisicamente
poss´ıveis, pois conforme o sinal de x (deslocamento) a forc¸a de amortecimento podera´
ficar no mesmo sentido da velocidade e assim na˜o ira´ resistir ao movimento, fazendo com
que o sistema na˜o deixe de oscilar.
No caso geral de uma poteˆncia de grau 2n, o modelo da prega vocal sera´:





x(t + τ)− x(t− τ)
x0 + x(t)
, (2.36)
em que x0 + x(t) > 0 e n = 1, 2, 3, . . . .
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A Figura 2.5 apresenta as caracter´ısticas do fator de amortecimento na˜o-linear para
va´rios valores de n. Quando n aumenta, o fator de amortecimento fica pro´ximo de uma
constante para valores pequenos de x e assume um aumento mais acentuado a` medida
















Figura 2.5: Fator de amortecimento na˜o-linear 1 + ηx2n versus x
x0
para ηx2n0 = 1 e n =
1, 2, 3, 4 e 5, da esquerda para direita.
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Novamente, usando os mesmos procedimentos do balanc¸o harmoˆnico de primeira or-














em que Γ e´ a generalizac¸a˜o da func¸a˜o fatorial, denominada func¸a˜o Gamma.
O valor limiar de oscilac¸a˜o Plimiar = Psub(0) e´ ainda dado pela equac¸a˜o (2.28), inde-




a pressa˜o normalizada, e
β = ηx2n0




(1 + rβx2n)(1 +
√
1− α2). (2.39)
O caso n = 1 foi abordado na sec¸a˜o anterior. Agora no´s iremos apresentar resultados
para n > 1. A Figura 2.6 apresenta curvas de p(α) para va´rios valores de n (n > 1) e β.
Todas as curvas decrescem quando α e´ maior que zero, o que mostra a existeˆncia de uma
bifurcac¸a˜o subcr´ıtica. De fato, temos que P ′(0) = 0 e P ′′(0) < 0 para n > 1, o que mostra
que o limiar e´ sempre um ma´ximo local. Algumas curvas teˆm um ponto de mı´nimo local,
para 0 < α < 1, o que indica uma bifurcac¸a˜o sela-no´ entre um ciclo limite insta´vel e um
ciclo limite esta´vel.
Esse novo modelo extendido produz o fenoˆmeno de histerese oscilato´ria, como segue. A
Figura (2.7) mostra um exemplo de histerese para n = 5 e β = 12 substitu´ıdos em (2.39).
Como a pressa˜o subglotal aumenta, o in´ıcio da oscilac¸a˜o e´ produzido na bifurcac¸a˜o de
Hopf subcr´ıtica, em que a posic¸a˜o de equil´ıbrio das pregas vocais torna-se insta´vel.
Mais uma vez, o sistema tem uma oscilac¸a˜o esta´vel (ciclo limite), na qual a pressa˜o
pulmonar pode ser diminuida ate´ o sistema alcanc¸ar a bifurcac¸a˜o sela-no´. Nesse ponto,
o ciclo limite esta´vel anula-se e o sistema retorna ao repouso. Portanto, a pressa˜o limiar
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Figura 2.6: Pressa˜o subglotal normalizada p versus amplitude de oscilac¸a˜o normalizada
α para n = 3 (em cima), n = 5 (no meio) e n = 10 (em baixo). Em cada painel, a curva
corresponde a valores de β = 0, 5, 10 e 30 (de baixo para cima).
Figura 2.7: Ilustrac¸a˜o do fenoˆmeno de oscilac¸a˜o histerese.
para o fim da oscilac¸a˜o, denotada por poffset, e´ dada por seu valor no mı´nimo local e
e´ menor que a pressa˜o limiar para o in´ıcio da oscilac¸a˜o, formando um loop de histerese
onset-offset. No exemplo em questa˜o, poffset = 0.89.
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Como mostrado na Figura 2.6, o ponto de pressa˜o mı´nima local (quando existe) cresce
para maiores valores da amplitude α com n crescendo e o valor de poffset decrescendo.
Quando n → ∞ p(α), torna-se mais pro´ximo da curva para β = 0, o que representa um




Para verificar a teoria desenvolvida nos cap´ıtulos anteriores, utilizaremos dados colhi-
dos de uma re´plica mecaˆnica do aparelho fonador humano. Uma bancada experimental
presente no laborato´rio Gipsa-lab [54] em Grenoble-Franc¸a, foi disponibilizada para que
pude´ssemos qualificar os fenoˆmenos observados in vitro. A coleta de dados em seres hu-
manos (estudo in vivo) e´ muito complexa, porque as estruturas da laringe sa˜o pequenas e
fra´geis, e tambe´m seria complicado descrever a interac¸a˜o dos fenoˆmenos acu´sticos, aero-
dinaˆmicos e biomecaˆnicos. Por essa raza˜o, faremos medic¸o˜es in vitro que nos permitira˜o
validar va´rios aspectos das interac¸o˜es entre o escoamento de ar, as estruturas deforma´veis
e a acu´stica [54].
3.1 Descric¸a˜o geral do dispositivo experimental
A Figura 3.1 apresenta a foto do aparato experimental. O objetivo desse aparato e´ a
reproduc¸a˜o de fenoˆmenos acu´sticos, aerodinaˆmicos e biomecaˆnicos que ocorrem durante a
fonac¸a˜o. Esse dispositivo e´ constitu´ıdo por sistemas de aquisic¸a˜o e transmissa˜o de dados,
assim como os “o´rga˜os” que compo˜em o aparelho fonador. A re´plica nos da´ acesso a
mu´ltiplas grandezas, tais como a pressa˜o de escoamento do ar, a pressa˜o acu´stica ou
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ate´ mesmo o deslocamento das pregas de la´tex, ale´m de permitir o controle de va´rios
paraˆmetros, tais como: rigidez das pregas vocais, variac¸a˜o de pressa˜o pulmonar e tamanho
do trato vocal. Vamos apresentar as descric¸o˜es gerais do dispositivo experimental e os
procedimentos de medida.
Figura 3.1: Vista geral do aparato experimental.
Va´rios trabalhos foram desenvolvidos com o uso dessa re´plica do aparelho fonador,
como pode ser consultado em [49, 54, 56, 57, 58]. A representac¸a˜o esquematizada esta´ na
Figura 3.2.
Cada componente do aparelho fonador possui uma finalidade. Por exemplo, o reser-
vato´rio de pressa˜o modela os pulmo˜es; pec¸as meta´licas recobertas por la´tex, preenchidos
com a´gua, modelam as pregas vocais; ressonadores acu´sticos feitos de pla´stico ou metal
modelam a traqueia e o trato vocal; e um dispositivo de medida adaptado a` maquete
permite ter acesso a va´rias grandezas f´ısicas, tais como a medida de pressa˜o (acu´stica e
escoamento) e o deslocamento das pregas vocais em um sistema o´ptico laser. Apresenta-
remos uma descric¸a˜o detalhada de cada um desses componentes.
Reservato´rio de pressa˜o
Os pulmo˜es sa˜o representados por um reservato´rio de ar, constitu´ıdo por uma caixa de
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Figura 3.2: Representac¸a˜o esquema´tica do dispositivo experimental do aparelho fonador,
adaptada de [54], em que a letra a) indica a re´plica das pregas vocais; b) o ressonador
acu´stico; c) o reservato´rio de pressa˜o; d) o reservato´rio de a´gua; e) a entrada de ar; e f) e
g) o diodo laser, o fotodiodo e as lentes o´pticas.
madeira, com volume de aproximadamente 0.75 m3. Suas paredes internas sa˜o recobertas
de espuma absorvente, afim de reduzir fortemente as ressonaˆncias acu´sticas ligadas a`s
dimenso˜es do reservato´rio. A entrada de ar e´ situada abaixo do reservato´rio e a sa´ıda
de ar esta´ situada na parte alta do reservato´rio. A junc¸a˜o do reservato´rio a` re´plica
das pregas vocais (Figura 3.2-a) e´ feita por um tubo meta´lico que modela a traque´ia. A
pressa˜o do reservato´rio e´ controlada por meio de um regulador manual de pressa˜o Norgren
11− 818− 987 e pode variar de poucos Pa ate´ 5000 Pa. A pressa˜o a montante da re´plica
(pressa˜o subglotal) e´ medida por um sensor de pressa˜o (Kulite XCS 093) com uma precisa˜o
t´ıpica de 5 Pa.
Maquete das pregas vocais
A Figura 3.3 representa a re´plica das pregas vocais, desde a montagem das pregas
vocais ate´ a forma final. A re´plica da prega vocal e´ feita de la´tex, preenchida com
a´gua, com pressa˜o controlada por um recipiente de a´gua regula´vel, e e´ capaz de produzir
oscilac¸o˜es auto sustentadas em valores fisiologicamente realistas da pressa˜o pulmonar e
da frequeˆncia fundamental. Um ressonador acu´stico e´ ligado a` sa´ıda da re´plica da prega
vocal, para imitar o trato vocal.
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Figura 3.3: Maquete das pregas vocais: as fotos a` direita (extra´ıdas de [58]) representam
a montagem e a foto a` esquerda representa a forma final da re´plica das pregas vocais.
O laborato´rio possui diversas re´plicas, pore´m essa que trabalhamos possui carac-
ter´ısticas mais real´ısticas quando comparadas com as pregas vocais humanas. A maquete
consiste de duas pec¸as meta´licas recobertas com la´tex, que reproduzem a estrutura das
pregas vocais numa escala 3 : 1, com 2 cm de comprimento e aproximadamente 1 cm de
largura (dependendo da quantidade de a´gua injetada). O espac¸o entre cada pec¸a meta´lica
e a cobertura de la´tex e´ preenchido com a´gua a uma pressa˜o interna controlada por uma
altura de uma coluna de a´gua. Trabalhamos apenas com uma coluna de a´gua (um re-
cipiente, Figura 3.2-d), para garantir que o preenchimento de a´gua em cada prega fosse
semelhante, pois assumimos que as pregas vocais sa˜o sime´tricas em nosso modelo. Esse
recipiente era ligado a`s pregas por um tubo de pla´stico. A pressa˜o de a´gua entre o la´tex
e as pec¸as meta´licas e´ denominada pressa˜o interna, cuja notac¸a˜o sera´ Pc. Essa pressa˜o Pc
influencia o movimento entre as duas pregas vocais, pois interfere diretamente na rigidez
das mesmas. Se tivermos uma forte pressa˜o de a´gua, as propriedades mecaˆnicas de cada
re´plica das pregas vocais podem mudar, devido ao alongamento do la´tex e a seu inchac¸o.
A re´plica e´ fixada na sa´ıda do reservato´rio de ar, unida por um tubo fixo que simula a
traque´ia e exposta ao escoamento de ar. As medic¸o˜es geome´tricas, tais como a separac¸a˜o
entre as dobras opostas de la´tex (abertura) sa˜o feitas usando um laser (com ajuda de
lentes convergentes, Figura 3.2-f e g). O sistema o´ptico e´ calibrado a uma precisa˜o de
0, 01 mm.
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Ressonadores acu´sticos
A terc¸eira parte da maquete e´ constitu´ıda pelos ressonadores acu´sticos que, quando
inseridos apo´s a re´plica das pregas vocais, formam o trato vocal. Esses ressonadores po-
Figura 3.4: Ressonadores acu´sticos
dem ser colocados tanto antes (a montante), simulando as variac¸o˜es do comprimento da
traque´ia, quanto depois (a jusante) da maquete das pregas vocais, simulando o compri-
mento do trato vocal. O ressonador a jusante, que denominamos trato vocal, e´ represen-
tado por um tubo cil´ındrico, com diaˆmetro de 2.5 cm e comprimento que pode variar de
1 cm ate´ 250 cm. Nos experimentos, utilizamos tubos grandes, pore´m e´ o´bvio que isso
foge da ordem de grandeza do trato vocal dos seres humanos. O ressonador a montante
tambe´m possui o mesmo diaˆmetro, e comprimento fixo, ligando a re´plica ao reservato´rio
de pressa˜o (que e´ alimentado por uma pressa˜o constante). A precisa˜o dos dados medidos
e´ de 5 Pa para a pressa˜o [56], e de 10 Hz para a frequeˆncia de oscilac¸a˜o [55]. Detalhes
da re´plica das pregas vocais, tais como a ordem de grandeza entre humanos e a re´plica,
podem ser encontrados em [54, 56].
56
Cap´ıtulo 3. Re´plica mecaˆnica
3.2 Procedimento experimental
Depois da re´plica das pregas vocais montada (recortando la´tex no formato apropriado
e agrupando as partes que a compo˜em), ela e´ acoplada ao ressonador acu´stico a montante
(fixado), que faz a ligac¸a˜o com o reservato´rio de pressa˜o. A re´plica das pregas vocais e´
enta˜o preenchida com a´gua (uniformemente) proveniente de um reservato´rio localizado
acima dela (Figura 3.2-d). A massa de a´gua vibrante ira´ depender da altura em que esse
reservato´rio sera´ colocado (coluna de a´gua). A pressa˜o interna de a´gua Pc e´ controlada por
uma plataforma que pode realizar um movimento de elevac¸a˜o e abaixamento da coluna
de a´gua atrave´s de uma manivela, em que a altura ma´xima equivale a Pc igual a 10000
Pa.
Antes de iniciarmos o procedimento de coletas de dados, e´ necessa´rio a calibrac¸a˜o
do sistema de medidas, tais como os sensores de pressa˜o e do sistema o´ptico (diodo
laser e fotodiodo). Em seguida, inserimos os dados obtidos via calibrac¸a˜o no software
Labview7 para iniciarmos o experimento. Apo´s o sistema de aquisic¸a˜o acionado e a
va´lvula de pressa˜o aberta, sinais ele´tricos amplificados sa˜o capturados e convertidos em
gra´ficos que nos auxiliara˜o na obtenc¸a˜o de valores, tais como abertura entre as pregas
vocais, a pressa˜o subglotal, a resposta mecaˆnica e o espectrograma do sinal proveniente
do fotodiodo. A aquisic¸a˜o dos sinais medidos pelos sensores e´ efetuada grac¸as a um sistema
de aquisic¸a˜o com o software Labview7. As interfaces do aplicativo permitem registrar os
dados que sera˜o em seguida analisados no programa Matlab7 [54]. Um sensor Kulite
XCS-0.93-0.35-Bar-G posicionado antes da re´plica das pregas vocais obte´m os valores
da pressa˜o do escoamento de ar, e a pressa˜o acu´stica e´ obtida atrave´s de microfones e
amplificadores. O dispositivo responsa´vel pela captura do deslocamento da re´plica das
pregas vocais e´ o sistema o´ptico (Figura 3.2- f e g), em que esse deslocamento e´ provocado
pelo escoamento de ar proveniente do reservato´rio de pressa˜o. Descreveremos com maior
detalhe o procedimento de coleta de dados do aparato experimental.
3.2.1 Resposta mecaˆnica
A principal caracter´ıstica da resposta em frequeˆncia pode ser o pico de ressonaˆncia
exibido na caracter´ıstica da amplitude. Quando a frequeˆncia de oscilac¸a˜o de uma fonte
coincide com a frequeˆncia natural de oscilac¸a˜o de um corpo na sua vizinhanc¸a, a amplitude
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de oscilac¸a˜o atinge valores elevados, pois a fonte cede energia progressivamente ao corpo,
e esse fenoˆmeno e´ denominado ressonaˆncia [3, 51]. O “estreitamento” da ressonaˆncia e´
medido quantitativamente pelo fator de qualidade Q0. O fator de qualidade relaciona
a energia dissipada no circuito por ciclo de oscilac¸a˜o. Por meio da resposta mecaˆnica












pois a frequeˆncia de ressonaˆncia mecaˆnica f0 =
w0
2pi
e o fator de qualidade Q0 podem ser
obtidos atrave´s do experimento.
Procedimento para o experimento da resposta mecaˆnica: a re´plica das pregas
vocais e´ excitada por um sinal acu´stico a partir de uma caˆmara de compressa˜o localizada
em sua proximidade, pore´m sem qualquer contato f´ısico (vide Figura 3.5). As medidas
captadas pelo microfone permitem medir as variac¸o˜es de intensidade de excitac¸a˜o que a
maquete recebe.
Figura 3.5: Descric¸a˜o esquema´tica do dispositivo experimental para as medidas da res-
posta mecaˆnica: [A] reservato´rio de pressa˜o, [B] maquete das pregas vocais, [C] reser-
vato´rio de a´gua que permite a regulagem de Pc, [D] alto-falante direcional, [E] microfone
de medida e [F,F’] sistema de medida laser (Figura extra´ıda e adaptada de [14]).
Durante o experimento, a frequeˆncia do sinal e´ aumentada de 50 Hz a 400 Hz, acres-
centando 1 Hz em cada passo, e a abertura entre a re´plica das pregas vocais e´ medida. A
partir dos dados tratados, a amplitude e a fase do movimento oscilato´rio das pregas de
la´tex sa˜o calculadas.
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0 + b2f0 + b3 (3.3)
que e´ ajustado aos dados usando o me´todo dos mı´nimos quadrados.













nos fornecera˜o, apo´s algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, as expresso˜es:












A Figura 3.6 mostra um exemplo da resposta mecaˆnica obtida para a pressa˜o de a´gua
Pc = 415 mm H2O.
3.2.2 Pressa˜o subglotal, abertura entre as pregas vocais da
re´plica e a frequeˆncia de oscilac¸a˜o
Para iniciar o experimento, o ar do reservato´rio deve ser acionado atrave´s de uma
va´lvula ate´ obter uma pressa˜o mı´nima em que a oscilac¸a˜o no la´tex possa ser detectada.
Apo´s a detecc¸a˜o, a oscilac¸a˜o e´ mantida por alguns segundos e, em seguida, a pressa˜o e´
diminu´ıda ate´ que a oscilac¸a˜o seja interrompida. O laser e´ responsa´vel pela captac¸a˜o do
deslocamento da “prega vocal” (re´plica). Para efetuar esse experimento e´ necessa´ria a
auseˆncia de luz, por causa do laser. O sinal registrado (pressa˜o, pressa˜o acu´stica, sinal
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Figura 3.6: Exemplo da resposta mecaˆnica da re´plica. As primeiras treˆs frequeˆncias
de ressonaˆncia sa˜o 132Hz, 168Hz e 266Hz, e os seus fatores Q0 sa˜o 10.5, 8.5 e 12.6,
respectivamente.
proveniente do fotodiodo) e´ analisado. O ca´lculo de auto-correlac¸a˜o do sinal permite de-
terminar a presenc¸a das oscilac¸o˜es e sua frequeˆncia fundamental [54]. Os dados coletados
em um dos experimentos esta˜o exibidos nas Figuras 3.7 e 3.9. Depois da aquisic¸a˜o, um
programa implementado no Matlab filtra os dados para eliminar os ru´ıdos, e em seguida,
gera os gra´ficos que esta˜o mostrados nas Figuras 3.7 e 3.9. A Figura 3.7 exibe a detecc¸a˜o
da pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o e o deslocamento das pregas de la´tex. As presso˜es limiares
para o in´ıcio e o fim da oscilac¸a˜o podem ser extra´ıdas pelo gra´fico, por detecc¸a˜o manual
do seguinte modo: os instantes nos quais a oscilac¸a˜o inicia e termina sa˜o identificados
manualmente no gra´fico da frequeˆncia (painel superior da Figura 3.9), e enta˜o a pressa˜o
limiar no in´ıcio Ponset e no fim Poffset da oscilac¸a˜o sa˜o determinados a partir dos valo-
res de pressa˜o medidos para esses instantes; posteriormente, sa˜o extra´ıdos dois intervalos
pro´ximos ao in´ıcio e ao fim da oscilac¸a˜o, onde a frequeˆncia e´ esta´vel e a frequeˆncia me´dia
fonset e foffset no in´ıcio e no fim da oscilac¸a˜o em cada intervalo e´ calculada.
Os valores da frequeˆncia de oscilac¸a˜o e o gra´fico do espectrograma do sinal proveniente
do fotodiodo tambe´m podem ser obtidos atrave´s do experimento. O painel superior
da Figura 3.9 exibe a frequeˆncia de oscilac¸a˜o em func¸a˜o do tempo e o painel inferior,
um exemplo de espectrograma obtido. Observa-se a presenc¸a de va´rios harmoˆnicos, o
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que sugere a utilizac¸a˜o de balanc¸o harmoˆnico de ordem superior para obter uma melhor
aproximac¸a˜o. A Figura 3.8 exibe um zoom da Figura 3.7, que conte´m a detecc¸a˜o da
oscilac¸a˜o das pregas de la´tex.































Figura 3.7: Exemplo de detecc¸a˜o da pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o. Painel superior: pressa˜o
subglotal me´dia. Painel inferior: abertura (separac¸a˜o) entre as duas pregas de la´tex.































Figura 3.8: Exemplo da oscilac¸a˜o das pregas de la´tex.
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Figura 3.9: Exemplo de detecc¸a˜o de frequeˆncia de oscilac¸a˜o (painel superior) e um espec-
trograma do sinal proveniente do fotodiodo (painel inferior).
Antes de cada experimento realizado para a obtenc¸a˜o da pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o,
o procedimento da resposta mecaˆnica foi feito. Algumas pequenas alterac¸o˜es podem ser
conceb´ıveis, ja´ que as propriedades do la´tex foram alteradas, tanto pela expansa˜o ocorrida
pelo preenchimento de a´gua, quanto na troca do la´tex.
3.3 Influeˆncia dos paraˆmetros
Durante a produc¸a˜o de sons na fonac¸a˜o, as oscilac¸o˜es das pregas vocais sa˜o resultado
da instabilidade da interac¸a˜o entre o fluxo glotal e os tecidos da laringe. O mesmo ocorre
para as oscilac¸o˜es nas re´plicas deforma´veis das pregas vocais em reproduc¸a˜o in vitro do
sistema fonador [15]. Assim, em um contexto in vivo ou in vitro, a instabilidade do
sistema e as propriedades das oscilac¸o˜es resultantes dependera˜o de muitos fatores, tais
como: propriedades mecaˆnicas da estrutura deforma´vel; geometria da glote; propriedades
do fluxo de ar e acu´sticas dos ressonadores. A fim de caracterizar as oscilac¸o˜es da re´plica
das pregas vocais, as quantidades medidas experimentalmente foram:
-Ponset: pressa˜o limiar para que haja in´ıcio das oscilac¸o˜es;
-Poffset: pressa˜o limiar para o fim das oscilac¸o˜es;
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- F0: frequeˆncia fundamental de oscilac¸a˜o.
Essas quantidades sa˜o bons indicadores da relevaˆncia dos resultados obtidos in vitro
quando comparados ao verdadeiro aparelho vocal. Eles tambe´m servem como pontos
de comparac¸a˜o com as previso˜es teo´ricas feitas no modelo, testando assim a validade
do mesmo. Vamos descrever nesta sec¸a˜o os dados obtidos atrave´s do aparato experi-
mental descrito no cap´ıtulo anterior e sua influeˆncia nas diferentes condic¸o˜es mecaˆnicas,
geome´tricas, do escoamento e acu´sticas.
3.3.1 Efeito da acoplamento acu´stico
Para uma se´rie de experimentos, trabalhamos com a pressa˜o interna de a´gua Pc fixada
a 413 mm H2O, ou, equivalentemente, 4050 Pa, para uma abertura entre as pregas vocais
de 1, 33 mm. Primeiramente, colhemos a resposta mecaˆnica (descrita no cap´ıtulo anterior)
e, em seguida, selecionamos os ressonadores a jusante de comprimentos l variando de 0 a
250 cm.
Pressa˜o limiar e frequeˆncia fundamental
A Figura 3.10 mostra os dados experimentais para a variac¸a˜o do comprimento dos
ressonadores. Diferentes observac¸o˜es podem ser feitas sobre este experimento. As presso˜es
limiares para iniciar a oscilac¸a˜o (onset) sa˜o maiores que as presso˜es limiares para terminar
(offset). Este fenoˆmeno foi descrito em [38] como uma histerese de oscilac¸a˜o, e pode ser
observada experimentalmente atrave´s destes dados. Notamos que, nos picos na curva de
pressa˜o, ocorrem saltos de frequeˆncia decorrentes da variac¸a˜o do comprimento do trato
vocal.
3.3.2 Influeˆncia da variac¸a˜o das caracter´ısticas mecaˆnicas
Abertura entre as duas pregas vocais de la´tex
A Figura 3.11 exibe a influeˆncia da pressa˜o interna de a´gua Pc sobre a distaˆncia entre
as duas pregas vocais de la´tex. Podemos constatar que a abertura diminui quando a
pressa˜o interna aumenta.
Pressa˜o limiar e frequeˆncia fundamental
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Figura 3.10: Medida experimental da influeˆncia do trato vocal. Presso˜es Ponset , Poffset e
frequeˆncia fundamental f0 versus comprimento do trato vocal l, com Pc = 413 mm H2O.
C´ırculos: valores onset; estrelas: valores offset.















Abertura entre as duas "pregas" de látex
Figura 3.11: Abertura entre as duas pregas vocais de la´tex versus pressa˜o interna de a´gua
Pc.
As Figuras 3.12 e 3.13 exibem os dados experimentais para a variac¸a˜o da pressa˜o
interna de a´gua Pc. Analisamos a interac¸a˜o da pressa˜o interna de a´gua para quatro
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ressonadores diferentes. A pressa˜o interna foi variada de 350 mmH2O a 800 mmH2O.
Novamente, aqui podemos observar o fenoˆmeno de histerese. A pressa˜o limiar para o
in´ıcio da oscilac¸a˜o e´ mais elevada que para o fim da oscilac¸a˜o.






































































Figura 3.12: Pressa˜o subglotal versus pressa˜o interna de a´gua Pc. C´ırculos: valores onset;
estrelas: valores offset.
Estes resultados mostram que o fator de rigidez K deve ser considerado como um
paraˆmetro varia´vel, ja´ que ele tambe´m influencia a oscilac¸a˜o das pregas vocais.
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Figura 3.13: Frequeˆncia de oscilac¸a˜o da re´plica versus pressa˜o interna de a´gua Pc.
C´ırculos: valores onset; estrelas: valores offset.
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CAPI´TULO 4
ANA´LISE DA INTERAC¸A˜O ENTRE
PREGAS VOCAIS E O TRATO VOCAL
Neste cap´ıtulo, estenderemos os resultados teo´ricos considerando o efeito do trato
vocal e verificaremos a teoria utilizando dados colhidos na re´plica mecaˆnica. Primeiro,
o comportamento qualitativo sera´ analisado, utilizando o teorema de bifurcac¸a˜o de Hopf
para equac¸o˜es diferenciais funcionais, pois temos equac¸o˜es com atraso e avanc¸o de tempo.
Posteriormente, ajustaremos o modelo aos dados colhidos, seguindo com uma ana´lise dos
resultados obtidos.
4.1 Ana´lise da estabilidade do modelo com o trato
vocal para obter as condic¸o˜es limiares da
vibrac¸a˜o
No cap´ıtulo 2, analisamos a dinaˆmica de estabilidade para o modelo sem a acoplamento
do trato vocal. O teorema de bifurcac¸a˜o de Hopf [50] foi aplicado quando o atraso de
onda τ era suficientemente pequeno, pois t´ınhamos uma equac¸a˜o diferencial ordina´ria. E,
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em um segundo momento, utilizamos a te´cnica do balanc¸o harmoˆnico no caso em que τ e´
qualquer. Nesta sec¸a˜o, analisaremos o comportamento dinaˆmico do modelo com o trato
vocal, para verificar se ha´ uma mudanc¸a qualitativa no retrato de fase, tal como foi feito
anteriormente.
4.1.1 Posic¸a˜o de equil´ıbrio
















obtivemos as condic¸o˜es para que x∗ seja um ponto de equil´ıbrio.









Pg = P supra − kcP sub − P supra
kt
.
Esses fatos nos conduzem a` expressa˜o:
Kx∗ = P supra −∆P ke
kt
, (4.2)
em que a pressa˜o esta´tica P supra e´ obtida pela equac¸a˜o (1.27), e ∆P e´
∆P = (P sub − P supra),
onde P sub e P supra sa˜o as presso˜es esta´ticas nas regio˜es subglotal e supraglotal, respecti-
vamente.
Fazendo a mudanc¸a de varia´veis x(t) = x˜(t) + x∗, o modelo torna-se








onde x∗ e´ o deslocamento de equil´ıbrio quando ha´ fluxo de ar.
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Substituindo a equac¸a˜o (4.2) em (4.3), tem-se

































































que conduz a forma final:




∆PFa + P˜supra(kc − Fa)
]
, (4.4)
com Fa = 1− Ab
Aa
.
4.1.2 Linearizac¸a˜o do modelo e ana´lise de bifurcac¸a˜o de Hopf
Nosso sistema na˜o-linear possui um ponto de equil´ıbrio diferente de (0, 0). Neste caso,
sera´ necessa´rio efetuar uma mudanc¸a de varia´vel de forma a permitir a linearizac¸a˜o da
equac¸a˜o (4.4) em torno da origem.
O sistema autoˆnomo















tem como ponto de equil´ıbrio o ponto (x∗, 0) 6= (0, 0). Aplicando a mudanc¸a de varia´vel
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O sistema resultante 
du
dt
= P (u+ x∗, v)
dv
dt
= P (v + x∗, v)
. (4.7)









































Logo, a equac¸a˜o linearizada da expressa˜o (4.4) em torno da soluc¸a˜o x∗ e´
M ¨˜x+B ˙˜x+Kx˜ =
∆P
kt(x0 + x∗)
[x˜(t+ τ)− x˜(t− τ)] + kcαv
kt
[x˜(t) + rx˜(t− ϑ)]. (4.9)







(1 + re−λϑ)). (4.10)
As condic¸o˜es para iniciar uma oscilac¸a˜o podem ser encontradas aplicando o teorema
da bifurcac¸a˜o de Hopf para equac¸o˜es diferenciais funcionais [25]. Assumindo um par de
ra´ızes imagina´rias
λ = ±iw (4.11)
na equac¸a˜o (4.10), com w a frequeˆncia angular de oscilac¸a˜o, poderemos saber sob quais
condic¸o˜es teremos a bifurcac¸a˜o. Assim, substituindo (4.11) em (4.10), e separando as
partes real e imagina´ria, encontramos duas expresso˜es correspondentes
−Mw2 +K = kcαv
kt
[1 + r cos(wϑ)] (4.12)
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Para obtermos a expressa˜o da pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o, utilizamos a equac¸a˜o (4.13),















E fazendo y =
√
∆P , obtemos um polinoˆmio de segundo grau
a1 = a2y
2 − a3y
com duas ra´ızes reais, uma positiva e outra negativa. No entanto, como
y =
√







sera´ o paraˆmetro de controle da bifurcac¸a˜o de Hopf. Assim, no valor ∆P limiar, as ra´ızes
cruzam o eixo imagina´rio do plano complexo da esquerda para a direita e que todas as
outras ra´ızes da equac¸a˜o caracter´ıstica possuem parte real nula, como foi demonstrado no
cap´ıtulo 2.
Portanto, as equac¸o˜es (4.12) e (4.13) representam o valor limiar de oscilac¸a˜o da pressa˜o
transglotal ∆P e a frequeˆncia w do in´ıcio da oscilac¸a˜o (onset). Essas equac¸o˜es limiares
mostram que o trato vocal introduz flutuac¸o˜es tanto na frequeˆncia de oscilac¸a˜o quanto na
pressa˜o transglotal no in´ıcio da oscilac¸a˜o Ponset.










que foram determinados no cap´ıtulo 2.
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4.2 Validac¸a˜o do modelo teo´rico: ajuste aos dados e
ana´lise
A validade do modelo proposto pode ser testada quando comparamos os resultados
preditos com os dados medidos experimentalmente. Nesse contexto, alguns paraˆmetros
sera˜o ajustados a partir dos valores que da re´plica, e assim verificaremos a capacidade do
modelo de caracterizar a dinaˆmica da re´plica das pregas vocais.
4.2.1 Paraˆmetros da re´plica de la´tex
A partir da resposta mecaˆnica da re´plica, a segunda frequeˆncia de ressonaˆncia mecaˆnica






Essa frequeˆncia escolhida foi a mais pro´xima ressonaˆncia para as frequeˆncias de os-
cilac¸a˜o medidas (que estavam no intervalo de 150Hz a 180Hz) e fornece a melhor escolha
comparando os dados com a teoria. O valor do fator de qualidade correspondente a essa
frequeˆncia e´ Q0 = 8.5.
A massa oscilante e´ determinada principalmente pela massa de a´gua, pois a massa
da cobertura da re´plica, feita de la´tex, pode ser desprezada. A partir das dimenso˜es
geome´tricas da re´plica, o volume de a´gua contida na re´plica foi estimado como 0.63cm3
[54]. A a´rea me´dia da superf´ıcie do la´tex, exposta ao fluxo de ar, e´ 1.57cm2. Esses valores
produzem uma massa por unidade de a´rea dada por M = 0.4g/cm2. Pore´m, provavel-
mente nem toda a massa de a´gua e da superf´ıcie de la´tex esta˜o envolvidas no movimento
oscilato´rio. No entanto, iremos manter o valor acima como uma boa estimativa.
Com esse valor para M , obtemos atrave´s do processo de minimizac¸a˜o os paraˆmetros
o´timos K = 446 kdyne/cm3 e B = 49.7 dyne.s/cm3. A posic¸a˜o pre´-fonato´ria de repouso
mensurada foi x0 = 0.67mm (semi-abertura), obtida pela medida da distaˆncia entre as
pregas vocais de la´tex. Uma estimativa do atraso de tempo τ pode ser determinada
assumindo um atraso de fase δ entre a oscilac¸a˜o na entrada e sa´ıda do canal de la´tex de
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Ale´m disso, assumimos kc = 1.2 [66].
O atraso de tempo para a onda acu´stica viajar pelo ressonador para frente (direc¸a˜o
da boca) e voltar e´ ϑ =
2l
c
, em que c = 343.2 m/s e´ a velocidade do som no ar a 20oC. O





em que z0 e´ a impedaˆncia de radiac¸a˜o e zi =
ρc
At
e´ a impedaˆncia acu´stica do tubo. A
impedaˆncia de radiac¸a˜o foi calculada usando a aproximac¸a˜o de baixa frequeˆncia para um
tubo com flange (elemento que une dois componentes de um sistema de tubulac¸o˜es, que











At/pi [36]. Para valores inferiores a` frequeˆncia de 200Hz,
ρ0 = 1.204 kg/m
3. As equac¸o˜es acima produzem −1 ≤ ri ≤ −0.997 (com uma parte
imagina´ria menor do que 0.04) e, portanto, um valor de ri = −1 foi adotado. Devido a`
a´rea da sec¸a˜o transversal do ressonador ser grande, a pressa˜o esta´tica na sua entrada e´
P ≈ 0.
4.2.2 Resultados teo´ricos
A Figura 4.1 exibe os dados onset colhidos e os resultados teo´ricos obtidos a partir
das equac¸o˜es (4.12) e (4.13), com os paraˆmetros mencionados anteriormente.
Podemos notar grandes flutuac¸o˜es na pressa˜o limiar e na frequeˆncia causada pelo
acoplamento acu´stico com o tubo a jusante. Os saltos de frequeˆncia ocorrem quando a
frequeˆncia de oscilac¸a˜o esta´ acima da frequeˆncia do tubo de ressonaˆncia. Nos saltos, a
pressa˜o limiar e´ ma´xima.
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Comprimento do tubo, [cm]
Figura 4.1: Pressa˜o limiar e frequeˆncia de oscilac¸a˜o para o in´ıcio da oscilac¸a˜o versus o
comprimento do trato vocal. C´ırculos: dados colhidos. Curva cont´ınua: resultado teo´rico.
Curvas pontilhadas: frequeˆncia de ressonaˆncia do tubo.
A teoria coincide com os dados com uma boa aproximac¸a˜o qualitativa, considerando as
hipo´teses de simplificac¸a˜o extrema do modelo matema´tico e a estimativa grosseira de al-
guns dos paraˆmetros. A pressa˜o limiar teo´rica e´ menor do que os dados, e a frequeˆncia mos-
tra um decrescimento mais acentuado. No entanto, tanto a pressa˜o quanto a frequeˆncia
seguem o mesmo padra˜o dos dados, este fato pode ser constatado na Tabela comparativa
4.1 no final da sec¸a˜o 4.2.3.
4.2.3 Otimizac¸a˜o dos paraˆmetros
Para investigar se uma melhor adequac¸a˜o da teoria com os dados poderia ser obtida,
adotamos o procedimento de otimizac¸a˜o matema´tica que procura encontrar o melhor
ajuste para um conjunto de paraˆmetros, tentando minimizar a soma dos quadrados das
diferenc¸as entre o valor estimado e os dados observados. Executamos o procedimento de
otimizac¸a˜o dos paraˆmetros τ e M , pois esses paraˆmetros foram estimados na subsec¸a˜o
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anterior de modo rudimentar. Os seus valores o´timos foram determinados por
∑∑ (∆P limiar/10− Ponset)2
[ma´x(Ponset)]2
+
∑∑ (f − fonset)2
[ma´x(fonset)]2
, (4.19)




e a pressa˜o subglotal esta´tica P sub.
O resultado da otimizac¸a˜o foi τ = 1.57ms e M = 1.38 g/cm2, que produzem as curvas






















Comprimento do tubo (cm)
Figura 4.2: Pressa˜o limiar e frequeˆncia de oscilac¸a˜o para o in´ıcio da oscilac¸a˜o versus o
comprimento do trato vocal. C´ırculos: dados colhidos. Curva cont´ınua: resultado teo´rico
com a otimizac¸a˜o dos paraˆmetros. Curvas pontilhadas: frequeˆncia de ressonaˆncia do tubo
Podemos notar que os resultados obtidos neste segundo caso sa˜o visivelmente mais
satisfato´rios, embora as flutuac¸o˜es na frequeˆncia sejam mais suaves e na˜o mostrem saltos
dra´sticos.
As grandes diferenc¸as entre os valores o´timos deM , τ e as suas respectivas estimativas
iniciais podem ser atribu´ıdas a` incerteza da porc¸a˜o de vibrac¸a˜o da massa de a´gua e de
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superf´ıcie de la´tex, e do valor real do atraso de tempo do movimento de onda de la´tex.
Atentemos que, se considerarmos aproximadamente treˆs vezes maior que a da massa inicial
estimada, produziremos um valor de M perto do valor o´timo. Ale´m disso, o tempo de
atraso o´timo esta´ na ordem de valores padro˜es para a oscilac¸a˜o das pregas vocais. Por
exemplo, uma propagac¸a˜o de onda na mucosa de 100cm/s em uma altura de 3mm da
prega vocal [66] conduzira´ ao valor τ = 1.5ms.
A ana´lise feita pode ser confirmada atrave´s dos dados na Tabela 4.1. O coeficiente de
correlac¸a˜o de Pearson e o valor quadra´tico me´dio nos fornecem qua˜o satisfato´rios sa˜o as
estimativas, e assim, verificamos que os valores o´timos produzem a melhor aproximac¸a˜o
entre os dados teo´ricos e experimentais.
Tabela 4.1: Valores comparativos dos coeficientes de correlac¸a˜o e o valor rms do erro
me´dio dos dados teo´ricos e medidos.
τ = 0, 5 ms e M = 0, 4 g/cm2 τ = 1, 57 ms e M = 1, 38 g/cm2
CorrFre -0,198 0,3752
CorrPre 0,4188 0,6608
erro rms da frequeˆncia 21,4582 6,468
erro rms da pressa˜o 490,0765 218,1535
Os valores CorrFre e CorrPre indicam os coeficientes de correlac¸a˜o de Pearson, en-




EXTENSA˜O DO MODELO PARA
CONSOANTES OCLUSIVAS LABIAIS
Nos cap´ıtulos anteriores consideramos que o tubo do trato vocal era amplamente
aberto. Agora, verificaremos qual e´ a influeˆncia do tubo, considerando-o praticamente
fechado em uma das extremidades (la´bios). A ana´lise das consoantes oclusivas labiais
sera´ mais apropriada ao nosso caso, pois a maquete mecaˆnica dos la´bios com o motor
desligado consegue interromper momentaneamente a produc¸a˜o de som. Por exemplo, nos
sons oclusivos labiais, o espectrograma apresenta um momento de sileˆncio seguido de uma
linha vertical, que representa o momento da explosa˜o. Neste cap´ıtulo apresentaremos o
aprimoramento do modelo para o caso de consoantes oclusivas labiais e a ana´lise qualita-
tiva do modelo ajustado aos dados experimentais. Para tal, faremos uma breve descric¸a˜o
do novo aparato experimental utilizado na coleta desses dados, que sera˜o utilizados para
ajustarmos os paraˆmetros do novo modelo. Visamos demonstrar que esse modelo continua
descrevendo a dinaˆmica da fonac¸a˜o com a inclusa˜o de termos de correc¸a˜o referentes aos
la´bios.
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5.1 Descric¸a˜o do aparato experimental
As Figuras 5.1 e 5.2 exibem fotos da nova re´plica das pregas vocais e dos la´bios utili-
zado na coleta dos dados experimentais. A maquete dos la´bios, projetada na Technische
Universiteit Eindhoven, e´ constitu´ıda por dois semi-cilindros, cuja finalidade e´ medir o
estreitamento labial.
Figura 5.1: A Figura a` esquerda representa a re´plica das pregas vocais e a Figura a` direita,
a vista frontal da abertura das pregas vocais utilizada para a extrac¸a˜o manual da abertura
da re´plica das pregas vocais.
A Figura 5.3 possui a representac¸a˜o esquema´tica de toda a re´plica do aparelho fonador.
As dimenso˜es desta maquete sa˜o Cl= 3cm (comprimento dos la´bios) e W˜ = 2cm (largura
dos la´bios).
5.1.1 Dados de aquisic¸a˜o
Os valores da pressa˜o subglotal, da pressa˜o de a´gua e do deslocamento na re´plica sa˜o
obtidos de modo semelhante aos outros paraˆmetros no cap´ıtulo 3. A re´plica utilizada no
cap´ıtulo 3 na˜o pode ser utilizada para o mesmo experimento, pois a mesma na˜o produz
oscilac¸a˜o com a junc¸a˜o dos la´bios. Apesar desta re´plica exibir oscilac¸o˜es, a resposta
mecaˆnica na˜o se pode ser obtida, pois a caixa meta´lica que protege as pregas de la´tex
impede o contato com a caˆmara de compressa˜o, que serve para excitar a re´plica. Os dados
da resposta mecaˆnica sera˜o paraˆmetros ajustados para essa nova maquete das pregas de
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Figura 5.2: A Figura a` direita representa a re´plica mecaˆnica dos la´bios e a Figura a`
esquerda, a junc¸a˜o das re´plicas das pregas vocais, ressonador e la´bios.
la´tex. Por isso descreveremos aqui apenas o procedimento para obtenc¸a˜o da abertura das
re´plicas, visto que o comportamento dos gra´ficos de frequeˆncia e abertura entre as pregas
de la´tex e´ ligeiramente diferente. As Figuras 5.4 e 5.5 exibem os gra´ficos obtidos atrave´s
do experimento. Podemos notar nas Figuras 5.4 e 5.5 que a oscilac¸a˜o comec¸a e cessa
rapidamente, e depois de alguns segundos retorna com maior explosa˜o. O espectrograma
mostrado na Figura 5.4, painel inferior, e´ semelhante ao de uma consoante oclusiva labial.
Aquisic¸a˜o da abertura entre as pregas vocais da re´plica
A` direita da Figura 5.1 temos uma foto obtida por instrumento o´ptico, que sera´ utili-
zada na aquisic¸a˜o da abertura entre as pregas de la´tex. O procedimento para a obtenc¸a˜o
desses dados e´ diferente do experimento descrito no cap´ıtulo 3. A ana´lise e´ feita manu-
almente atrave´s dos pixels de cada foto, comparados a uma medida fixa, obtendo com
ma´xima precisa˜o o valor milime´trico correspondente.
Abertura entre os la´bios
A re´plica mecaˆnica dos la´bios possui um motor que permite o movimento cont´ınuo de
abertura e fechamento do la´bio superior. Utilizaremos a re´plica mecaˆnica dos la´bios desli-
gada, sendo que pretendemos examinar a influeˆncia da abertura dos la´bios h0 na oscilac¸a˜o
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5cm    Tubo        9.7 cm
Posição dos
lábios
Posição das cordas vocais
a. entrada de ar
b. reservatório de pressão
c. réplica das cordas vocais
d. reservatório de água
e. ressonador acústico
f. réplica dos lábios
g. sensor de pressão subglotal













Figura 5.3: Representac¸a˜o esquema´tica do aparelho fonador e as dimenso˜es de alguns de
seus componentes.




























Espectrograma do sinal do fotodiodo







Figura 5.4: Exemplo de detecc¸a˜o da frequeˆncia de oscilac¸a˜o.
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Figura 5.5: Exemplo de detecc¸a˜o da pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o.
das pregas vocais. A distaˆncia entre os la´bios e´ obtida via um sensor acoplado a` maquete
que, apo´s calibrado, consegue medir com precisa˜o o valor da abertura labial. Isso nos
permitira´ avaliar a dinaˆmica da fonac¸a˜o para uma abertura fixa, em escala microme´trica,
entre os la´bios.
5.1.2 Dados da pressa˜o limiar
Os dados da pressa˜o limiar sa˜o ligeiramente diferentes ao do experimento descrito
no cap´ıtulo 3, pois os valores extra´ıdos dos gra´ficos (frequeˆncia) devem ser efetivamente
referentes ao in´ıcio e ao fim da oscilac¸a˜o. Isto significa, nesse experimento, que sera´
desconsiderado o momento onde a oscilac¸a˜o cessa momentaneamente. Os ressonadores
utilizados nesse experimento possuem comprimentos iguais a 6 cm e 14cm. As Figuras
5.6 e 5.7 exibem os dados (onset e offset) extra´ıdos nos experimentos com a maquete dos
la´bios. Na Figura 5.6 podemos notar que a frequeˆncia de oscilac¸a˜o se mante´m pratica-
mente constante em torno de 122 Hz. Em contrapartida, os dados de pressa˜o subglotal
possuem uma configurac¸a˜o diferente comparado aos resultados experimentais do cap´ıtulo
3. Faremos uma ana´lise mais detalhada na sec¸a˜o 5.3.
Nas medic¸o˜es obtidas (Figuras 5.6 e 5.7) podemos notar que na˜o e´ grande a influeˆncia
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Figura 5.6: Influeˆncia da abertura dos la´bios mecaˆnicos na frequeˆncia de oscilac¸a˜o.



























Figura 5.7: Influeˆncia da abertura dos la´bios mecaˆnicos na pressa˜o limiar de oscilac¸a˜o.
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do tamanho do trato vocal, pois para os tubos de 6 cm e 144 cm vemos que a variac¸a˜o e´
mı´nima.
5.2 Modelo matema´tico da fonac¸a˜o com os la´bios
Supondo que a lei de Bernoulli descreva o comportamento do fluido que se move ao
longo de uma linha corrente na cavidade dos la´bios, e que a mesma relac¸a˜o, dada pela
equac¸a˜o (1.8), se aplica aos la´bios, enta˜o




em que P0 e´ a pressa˜o atmosfe´rica, kl e´ o coeficiente ad hoc de ajuste do fluxo de ar nos
la´bios e Al e´ a a´rea da boca.






















e Psupra = Psub −∆P.
Note que Al deve ser diferente de zero para que o novo modelo seja va´lido. A equac¸a˜o
(5.4), juntamente com o par de equac¸o˜es (4.12) e (4.13), nos auxiliara´ na ana´lise dinaˆmica
do novo modelo.
5.3 Ajuste dos dados e ana´lise
Faremos uma ana´lise da curva experimental formada pelos dados com ressonador de 14
cm pro´ximo do comprimento do trato vocal humano. As curvas teo´ricas sera˜o ajustadas
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para produzir o comportamento qualitativo do modelo teo´rico, e isso nos permitira´ fazer
uma avaliac¸a˜o do desempenho do modelo.
A partir do ajuste da expressa˜o (5.4), e para o conjunto de pontos experimentais,
obtivemos cinco curvas teo´ricas, conforme descrito a seguir:
1. O comando NonlinearFit de otimizac¸a˜o foi utilizado no programa Maple 15. Este
programa retorna os valores dos paraˆmetros ∆P e ka, de modo a minimizar a soma
dos quadrados dos erros atrave´s deste ajuste. Os coeficientes o´timos determinados
sa˜o aproximadamente
∆P = 1000 Pa e ka = 0.003,
respectivamente.
A curva (1) na Figura 5.9 exibe tal ajuste na˜o-linear, que podera´ ser melhor visua-
lizada na Figura 5.10.
2. Consideramos uma simplificac¸a˜o no modelo assumindo que ka = 1. Neste caso, a






Utilizando a expressa˜o (5.5), assumimos que o ∆P o´timo sera´ obtido atrave´s da
ass´ıntota da curva dos dados experimentais, ou seja, tomamos ∆P = 1300 Pa. A
curva (2), na Figura 5.8, exibe a curva teo´rica obtida por essa estimativa.
3. A partir da expressa˜o (5.5), fazemos um ajuste de curva com os dados experimentais
utilizando o Maple 15 para obter ∆P ≈ 1 Pa. A curva (3) na Figura 5.9 exibe esse
ajuste em escala logar´ıtmica.
4. Nesta quarta tentativa, estimamos ∆P a partir dos coeficientes nas expresso˜es (4.12)
e (4.13). Para isto assumimos que a frequeˆncia angular natural da ressonaˆncia
mecaˆnica w0 esteja suficientemente pro´xima da frequeˆncia angular de oscilac¸a˜o w.
Estimamos a massa de a´gua vibrante atrave´s das dimenso˜es da nova re´plica das
pregas vocais, obtendo M = 2.2g/cm2. Depois, avaliamos 0 < wτ < pi, que sa˜o
paraˆmetros determinados no cap´ıtulo 2, determinando o τ o´timo para nossas es-
timativas. Posteriormente, consideramos 5 < Q0 < 15 (pro´ximo dos valores da
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resposta mecaˆnica da outra re´plica), e obtivemos, para um valor o´timo Q0 = 14.9,
que ∆P = 2248 Pa pela equac¸a˜o (4.13). A curva (4), na Figura 5.8, indica o ajuste
feito, considerando ka = 1.
5. E, por u´ltimo, utilizando ∆P = 2248 Pa e ka = 0.003, obtemos a curva (5) na
Figura 5.9, apresentado em escala logar´ıtmica.
























Curva (1): ajuste não linear
Dados experimentais
Curva (2): ∆ P "assíntota"
Curva (3): ajuste a partir da resposta mecânica do capítulo 3
Curva (4): ∆ P estimado, ka=1
Curva (5): ∆ P estimado, ka=0.003
(4)
(2)
(1), (3) e (5)
Figura 5.8: Curvas so´lidas representam as curvas ajustadas e os c´ırculos, os dados teo´ricos.
Os resultados apresentados acima possuem algumas tendeˆncias que cabem ser obser-
vadas: primeiramente, os dados teo´ricos (Figura 5.7) da pressa˜o limiar subglotal offset
manteˆm-se abaixo da pressa˜o limiar subglotal onset. Essa configurac¸a˜o ja´ foi observada
no cap´ıtulo 2, e descrito como fenoˆmeno de histerese, e pode ser tambe´m encontrado em
[56, 38].
O segundo aspecto a ser notado e´ sobre a influeˆncia da abertura dos la´bios em relac¸a˜o
a oscilac¸a˜o das pregas vocais. Estas se subdividem em treˆs configurac¸o˜es:
Primeiro, se observarmos o intervalo de 0.1626cm a 0.1672cm (valores de h0), a vi-
brac¸a˜o das pregas vocais parece na˜o ser afetada. Segundo, para o intervalo de 0.1225cm
a 0.1672cm, os valores da pressa˜o limiar subglotal sa˜o inferiores que o caso anterior. Este
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Figura 5.9: Curvas teo´ricas e dados experimentais em escala logar´ıtmica.
resultado sugere que, dentro deste intervalo, a presenc¸a dos la´bios parece favorecer a os-
cilac¸a˜o das pregas vocais. E terceiro, para h0 de 0.1099cm a 0.1225cm a presenc¸a dos
la´bios afeta drasticamente o valor da pressa˜o limiar subglotal. A pressa˜o onset e´ bem
maior que nos demais casos citados anteriormente.
Em todos estes intervalos da abertura entre os la´bios h0, a frequeˆncia fundamental se
manteve praticamente constante. Resultados semelhantes, pore´m para o caso da junc¸a˜o
das bandas ventriculares (falsas pregas vocais) podem ser encontrados em [1, 9]. Estas
refereˆncias sugerem que esta nova componente pode facilitar o processo da fonac¸a˜o com
o aumento do fluxo de ar passando pela laringe.
Analisando as curvas teo´ricas, podemos ter uma boa compreensa˜o da influeˆncia de h0
no modelo. Podemos observar que a curva (1) na Figura 5.10 esta´ mais pro´xima dos dados
experimentais e a segunda melhor aproximac¸a˜o e´ a curva (5). Todas as outras curvas esta˜o
muito acima (curvas (2) e (4)), ou esta˜o abaixo do n´ıvel dos dados teo´ricos (curva (3)).
Qualitativamente, o modelo captura o comportamento dos dados, pois as curvas teo´ricas
tendem a infinito quando a abertura dos la´bios mecaˆnicos tende a zero, e a um valor
positivo ∆P , quando a abertura tende a infinito. Essa avaliac¸a˜o conduz a` validac¸a˜o do
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Curva (1): ajuste não linear
Dados experimentais
Curva (5): ∆P estimado, ka=0.003
(1)
(5)
Figura 5.10: Ampliac¸a˜o da Figura 5.8, para a pressa˜o subglotal variando de 1000 Pa a
4500 Pa.
modelo para consoantes oclusiva labial, e por isso, pode ser utilizada para ana´lise da
dinaˆmica da fonac¸a˜o. No entanto, comparando o comportamento das curvas teo´ricas com
os dados experimentais, podemos dizer que o modelo e´ ainda muito simplificado para
um bom ajuste quantitativo. Cabe ressaltar que a diferenc¸a entre a teoria e os dados
experimentais tambe´m podem ser explicados pela incerteza na deduc¸a˜o dos paraˆmetros




Neste cap´ıtulo esta˜o colocadas as considerac¸o˜es conclusivas deste trabalho, que buscam
mostrar a validade do modelo proposto e as contribuic¸o˜es da tese desenvolvida.
Primeiro, o modelo permite oscilac¸o˜es em grandes amplitudes e, portanto, descreve a
dinaˆmica da oscilac¸a˜o, na˜o somente no in´ıcio da fonac¸a˜o, mas tambe´m depois de desen-
volvida e sustentada a amplitude.
Segundo, consideramos o tempo de atraso da onda de mucosa de modo que 0 <
wτ < pi, e como consequeˆncia, o modelo na˜o pode ser transformado em uma simples
equac¸a˜o diferencial ordina´ria. Neste caso, me´todos comuns na˜o podem ser aplicados para
fornecer resultados qualitativos e quantitativos da equac¸a˜o diferencial funcional, e assim,
o me´todo do balanc¸o harmoˆnico e´ utilizado para obter resultados teo´ricos que conduziram
aos poss´ıveis tipos de bifurcac¸a˜o. No modelo, o in´ıcio da oscilac¸a˜o e´ descrito por uma
bifurcac¸a˜o Hopf. Ambos os tipos, supercr´ıtico e subcr´ıtico, sa˜o poss´ıveis, dependendo do
fator de amortecimento na˜o-linear. No caso de uma bifurcac¸a˜o subcr´ıtica, a extensa˜o do
modelo, inserindo outras poteˆncias pares no fator de amortecimento na˜o-linear, conduz ao
fenoˆmeno de histerese oscilato´ria. Este fenoˆmeno relaciona os valores limiares no in´ıcio e
no fim da oscilac¸a˜o atrave´s de um anel (em forma de loop) de histerese. A equac¸a˜o limiar
que relaciona os va´rios paraˆmetros no in´ıcio oscilac¸a˜o inclui a frequeˆncia de oscilac¸a˜o, mas
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o tipo de bifurcac¸a˜o e´ independente do mesmo.
As interac¸o˜es entre as pregas vocais e o trato vocal analisadas no modelo, foram
obtidas a partir de um par de equac¸o˜es da frequeˆncia de oscilac¸a˜o e a variac¸a˜o de pressa˜o
limiar. Alguns paraˆmetros na˜o podem ser estimados, pois as duas equac¸o˜es acima na˜o
fornecem condic¸o˜es suficientes. Pore´m, atrave´s do aparato experimental, podemos estimar
os paraˆmetros e obter a ana´lise dos fenoˆmenos na˜o-lineares que ocorrem do nosso modelo.
Devido ao acoplamento acu´stico, flutuac¸o˜es no limiar da pressa˜o subglotal inicial e da
frequeˆncia de oscilac¸a˜o ocorrem sob a influeˆncia da variac¸a˜o do comprimento do trato
vocal. Particularmente, saltos de frequeˆncia e ma´ximos na pressa˜o limiar ocorrem quando
a frequeˆncia de oscilac¸a˜o esta´ um pouco abaixo da frequeˆncia de ressonaˆncia do trato
vocal. Este fenoˆmeno esta´ bem caracterizado pelo modelo teo´rico proposto, e os resultados
correspondem aos padro˜es observados no limiar inicial e final da fonac¸a˜o. Em [43] mostrou-
se que o acoplamento acu´stico com os tratos a montante e a jusante teˆm efeito aditivo;
contudo, a influeˆncia do acoplamento do trato a jusante e´ muito maior comparado ao
outro.
Outro fenoˆmeno que podemos notar nos dados experimentais e no modelo teo´rico e´
que a frequeˆncia de oscilac¸a˜o sempre diminui quando o comprimento do tubo e´ aumen-
tado, com excec¸a˜o das regio˜es onde a frequeˆncia de oscilac¸a˜o esta´ perto da frequeˆncia de
ressonaˆncia do tubo, e este fato esta´ de acordo com [66]. E tambe´m, que o mı´nimo da
pressa˜o ocorre para tratos vocais de 0 cm a 50 cm quando a frequeˆncia de ressonaˆncia e´
o dobro da frequeˆncia de oscilac¸a˜o [43].
O estudo tambe´m esta´ de acordo com a teoria geral do acoplamento fonte-filtro na˜o-
linear desenvolvido por Titze [68, 69], com base em simulac¸o˜es em um modelo multi-massa
e exerc´ıcios vocais em seres humanos.
O u´ltimo caso trata do modelo para consoantes oclusivas labiais, onde ha´ a interrupc¸a˜o
do som momentaneamente. Os resultados teo´ricos, comparados aos dados experimentais,
mostram que a configurac¸a˜o de um trato vocal fechado em um extremo pode ser sistema-
ticamente estudado. O modelo consegue exibir a queda de pressa˜o e o valor assinto´tico
que a pressa˜o subglotal se aproxima quando os la´bios esta˜o se abrindo. Por outro lado,
a pressa˜o subglotal tende ao infinito quando os la´bios da re´plica esta˜o se fechando. Por
se tratar do primeiro modelo proposto com o trato vocal praticamente fechado em um
extremo, conclu´ımos que o mesmo consegue reproduzir o comportamento qualitativo dos
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dados experimentais. Pore´m, na˜o e´ suficiente para obtermos resultados anal´ıticos sa-
tisfato´rios. Melhorias devem ser feitas ao sistema para conseguirmos englobar todas as
especificidades com a adic¸a˜o dos la´bios ao modelo.
Conclu´ımos que o modelo teo´rico proposto neste trabalho permite analisar os princi-
pais mecanismos da oscilac¸a˜o. Por outro lado, para a obtenc¸a˜o de melhores estimativas
qualitativas e´ necessa´rio modelos mais sofisticados.
Ressaltamos que o recurso experimental in vitro foi bastante u´til, pois permitiu testar
a teoria atrave´s de dados controlados experimentalmente.
Todas as contribuic¸o˜es apontadas neste trabalho podem ser encontradas nas seguintes
refereˆncias: [35, 42, 43].
Como poss´ıveis trabalhos futuros, pode-se apontar: Introduc¸a˜o de um coeficiente de
rigidez na˜o-linear ao modelo, visto que experimentalmente ele e´ um paraˆmetro importante;
a discretizac¸a˜o do trato vocal, pois tambe´m realizamos experimentos com o ressonador
discretizado das vogais [a], [i] e [u]; a introduc¸a˜o das bandas ventriculares; explorar outros
tipos de bifurcac¸a˜o no modelo em func¸a˜o dos demais paraˆmetros, como por exemplo o























%% Construc¸~ao da curva de press~ao (conhecida a configurac¸~ao habitual), para













%% Definindo a soluc¸~ao de avanc¸o para t<tMax-2tau e de retardo para t>2tau
%% (encontrando a imagem do ponto t+tau e t-tau)

































%% Para cada i, ele calcula a diferenc¸a entre as soluc¸~oes, caso n~ao seja
%% satisfeito, ele recalcula a soluc¸~ao y.
[t,y]=ode45(@(t,y) model(t,y,xx,Plmax),[tau tMax-tau],[.0001 0]);




%% Calculando o erro rms
rms(i)=sqrt(sum(d.^2)/length(d));
%% Comando para mostrar o erro (converteu para string)
disp([int2str(i),’ ’,num2str(rms(i))]);
%% Comando para plotar a soluc¸~ao para cada i
plot(t,y(:,1),’b’);
drawnow
%% Comando para avaliar a diferenc¸a entre duas soluc¸~oes consecutivas
if (rms(i)<5e^{-4} \&\& i>5)
break
end
%% Salva o valor da solucao y em xx
xx=[t y(:,1)];
end
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